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Κεφ. 1 - Επίλυση διαφορικών εξισώσεων µε το  MATHEMATICA 
 

 
Κεφάλαιο 1ο.  
Επίλυση διαφορικών εξισώσεων µε το  MATHEMATICA 
 
 
 
1.1 Συνήθεις ∆ιαφορικές εξισώσεις (Σ∆Ε) 
 

Μια συνήθης διαφορική εξίσωση (∆Ε)  n-τάξης της άγνωστης συνάρτησης  
( )x x t R= ∈  περιγράφεται µε µια εξίσωση της µορφής 

 
2

( )
2( , , , ,..., ) 0 η ( , , ', '',..., ) 0

n
n

n

dx d x d xF t x F t x x x x
dt dt dt

′= =  (1) 

Οι ∆Ε στo MATHEMATICA  γράφονται  σε αντιστοιχία µε τη παραπάνω µορφή, δηλαδή ή 
χρησιµοποιώντας τον τελεστή D[,] του MATHEMATICA  ή τον συµβολισµό x’[t], 
x’’[t] κ.ο.κ.  Έτσι η Σ∆Ε 

' ''x t x+ =1,  (2) 

για την οποία η x αποτελεί την άγνωστη συνάρτηση και t είναι η ανεξάρτητη µεταβλητή, 
γράφεται 

In[1]:= eq1= x'@tD +tx''@tDm 1

Out[1]= x�@tD + tx��@tD == 1  ή 

In[1]:= eq1= D@x@tD,tD +t D@x@tD, 8t, 2<D −1m 0

Out[1]= −1+ x�@tD + tx��@tD == 0  
 Όπως φαίνεται από το παραπάνω παράδειγµα, η άγνωστη συνάρτηση x πρέπει πάντα να 
συνοδεύεται από την ανεξάρτητη µεταβλητή της. Η διαφορική εξίσωση αποθηκεύεται και 
µπορούµε να αναφερόµαστε σ’αυτή µε το σύµβολο eq1.  

Η επίλυση της ∆Ε γίνεται µε την εντολή DSolve η οποία συντάσσεται µε τρία βασικά 
ορίσµατα, ως 

DSolve[ εξίσωση , αγνωστη συνάρτηση, ανεξάρτητη µεταβλητή] 

  DSolve[equation, x[t],t] 

Π.χ. 

In[2]:= sol1= DSolve@eq1, x@tD, tD
Out[2]= x t → t+ C 2 + C 1 Log t88 @ D @ D @ D @ D<<  
Επίσης στο δεύτερο όρισµα της DSolve µπορεί η άγνωστη συνάρτηση να εισαχθεί χωρίς 
την ανεξάρτητη µεταβλητή, οπότε παίρνουµε τη λύση σε µορφή καθαρής συνάρτησης (pure 
function), π.χ.  

In[3]:= sol1= DSolve@eq1, x, tD
Out[3]= x→ Function t , t+C 2 + C 1 Log t88 @8 < @ D @ D @ DD<<  
Οι ποσότητες, C[2] κλπ αποτελούν τις αυθαίρετες σταθερές της λύσης και οι οποίες είναι 
σε αριθµό όσες και η τάξη της ∆Ε. Οι C[i] είναι προστατευόµενες (protected) ποσότητες 
από το MATHEMATICA  και για να πάρουν συγκεκριµένες τιµές ή να γίνουν σύµβολα που 
µπορεί να διαχειριστεί ο χρήστης θα πρέπει να αντικατασταθούν µε τον τελεστή 
αντικατάστασης /. , 
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In[3]:= sol1= sol1 ê. 8C@1D→ c1, C@2D→ c2<
Out[3]= x t → c2+ t+ c1Log t88 @ D @ D<<  

Συνήθως οι ∆Ε αντιµετωπίζονται σαν προβλήµατα αρχικών τιµών στα οποία ζητούνται 
λύσεις που ικανοποιούν συγκεκριµένες αρχικές συνθήκες, δηλαδή για t=t0 η τιµή της 
ζητούµενης συνάρτησης x και των  παραγώγων της µέχρι την n-1 τάξη έχουν συγκεκριµένες 
τιµές (x(t0)=a,  x’(t0)=b κλπ). Στην περίπτωση αυτή η λύση που προκύπτει είναι µια µερική 
λύση χωρίς αυθαίρετες σταθερές και η DSolve  συντάσσεται ως εξής 

DSolve[{∆Ε, συνθήκη1,συνθήκη2,...}, Άγνωστη συνάρτηση, Ανεξάρτητη µεταβλητή] 

DSolve[{equation,y[x0]==a,y’[x0]=b,...},y[x],x] 

Για παράδειγµα αν για την εξίσωση (2) αναζητήσουµε τη λύση η οποία για t=1 δίνει 
x(1)=1και x’(1)=1/2, θα πάρουµε τη λύση 

 

In[5]:= msol1= DSolve@8eq1,x@1Dm 1, x'@1D m 1ê2<, x@tD, tD
Out[5]= ::x@tD →

1

2
H2t−Log@tDL>>

 1.
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η οποία προκύπτει από τη γενική λύση (out[3]) για C[1]=-1 και C[2]=0. Έτσι αφού 
οι αρχικές συνθήκες συνδέονται µε τις αυθαίρετες σταθερές µπορούµε να πάρουµε τη γενική 
λύση έτσι ώστε αντί των C[i] να εµφανίζονται άµεσα οι αρχικές συνθήκες, πχ 

In[6]:= msol1= DSolve@8eq1,x@1Dm a, x'@1D m b<, x@tD, tD
Out[6]= x t → −1+ a+t− Log t + bLog t88 @ D @ D @ D<<  
Συνήθως οι αρχικές συνθήκες αναφέρονται σε t=0 αλλά αυτό δεν είναι δυνατό στην 
παραπάνω  περίπτωση.  

  

1.2 Συστήµατα ∆ιαφορικών εξισώσεων 
∆ύο ή περισσότερες διαφορικές εξισώσεις, οι οποίες περιέχουν περισσότερες από µία 

άγνωστες συναρτήσεις µιας ανεξάρτητης µεταβλητής, σχηµατίζουν ένα σύστηµα διαφορικών 
εξισώσεων. Με τον όρο λύση του συστήµατος εννοούµε την εύρεση όλων των άγνωστων 
συναρτήσεων οι οποίες ικανοποιούν όλες τις εξισώσεις του συστήµατος.  

Ως, παράδειγµα, θεωρούµε το παρακάτω σύστηµα : 

0 ,x x y x+ = = +�� � y   (3) 

που αποτελείται από δύο Σ∆Ε µε άγνωστες συναρτήσεις τις x και y της ανεξάρτητης 
µεταβλητής t.  Η επίλυση του συστήµατος γίνεται µε την εντολή DSolve και η οποία 
συντάσσεται ως εξής 

DSolve[{Εξίσωση1, Εξίσωση2 κλπ},{Αγν.συναρτηση1, Αγν.συνάρτηση 2, κλπ}, Ανεξάρτ µεταβλητή] 

DSolve[{eq1,eq2,...},{y1[x],y2[x],..},x] 
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In[1]:= eq1= x''@tD + x@tDm 0;

eq2= y'@tDm x@tD +y@tD;
sol1= DSolve@8eq1,eq2,x@0Dm x0, x'@0D m v0, y@0Dm y0<, 8x,y<,tD êê FullSimplify

Out[3]= ::y→ FunctionB8t<, J−
1

4
+

Ç

4
N Æ−ÇtIÇ v0+ Æ2Çt v0− H1+ ÇL ÆH1+ÇLtv0+ x0+ Ç Æ2Çtx0− H1+ ÇL ÆH1+ÇLt x0− H2+ 2ÇL ÆH1+ÇLt y0MF,

x→ FunctionB8t<, 1

2
Æ−ÇtIÇ v0− Ç Æ2Çt v0+ x0+ Æ2Çtx0MF>>

 
Οι παραπάνω λύσεις είναι πραγµατικές αν και στο MATHEMATICA γίνεται τις περισσότερες 
φορές χρήση µιγαδικών συµβόλων. Επίσης µπορούµε, όπως και στην περίπτωση της µιας 
Σ∆Ε, να θεωρήσουµε ένα πρόβληµα αρχικών τιµών.  
Στο παρακάτω παράδειγµα επιλύουµε το ίδιο σύστηµα για αρχικές συνθήκες 

0 0(0) , (0) , (0) 0x x x v y y= =� =   και µε τη χρήση του αλγεβρικού πακέτου  ReIm δηλώνουµε ότι οι 
χρησιµοποιούµενες ποσότητες είναι πραγµατικές  και παίρνουµε τη λύση σε συνήθη µορφή 

 

In[10]:= <<Algebrà ReIm̀

Im@tD =̂ 0; Im@x0D =̂0;Im@y0D =̂ 0;Im@v0D =̂0; RealValued@x, yD;
eq1= x''@tD + x@tDm 0;

eq2= y'@tDm x@tD +y@tD;
solution= DSolve@8eq1,eq2, x@0Dm x0, x'@0D m v0, y@0Dm y0<, 8x,y<, tD;
solx= Re@x@tD ê. solution@@1DDD êê FullSimplify;
soly= Re@y@tD ê. solution@@1DDD êê FullSimplify;
Print@"xHtL=",solxD
Print@"yHtL=",solyD
xHtL=x0Cos@tD+ v0Sin@tD
yHtL=

1

2
HÆtHv0+ x0+ 2y0L− Hv0+ x0L Cos@tD +H−v0+ x0L Sin@tDL

 

 

1.3 Μετασχηµατισµός Σ∆Ε ανώτερης τάξης σε σύστηµα  εξισώσεων 1ης τάξης 
Μια Σ∆Ε ανώτερης τάξης n>1 µπορεί να µετασχηµατιστεί σε ένα ισοδύναµο σύστηµα n 
διαφορικών εξισώσεων 1ης τάξης εισάγοντας σαν νέες µεταβλητές τις n-1 παραγώγους της 
άγνωστης συνάρτησης x της Σ∆Ε.   Έστω η Σ∆Ε 2ης τάξης  

2

2 sin 0d x dx t
dt dt

− + =   (4) 

Aν θέσουµε p=dx/dt, η (4) γράφεται σαν σύστηµα µε τη µορφή 

,dx dp sinp p
dt dt

= = t−   (5) 

Οι (4) και (5) αποτελούν ισοδύναµες εκφράσεις. Η εφαρµογή της DSolve στην (4) θα µας 
δώσει την λύση x=x(t;c1,c2) ενώ το p= p(t;c1,c2) προκύπτει από την παραγώγιση της  x 

In[1]:= H∗ Λύση σε µορϕή καθαρής συνάρτησης ∗L
solution= DSolve@x''@tD −x'@tD + Sin@tDm 0,x,tD

Out[1]= ::x→ FunctionB8t<, ÆtC@1D + C@2D −
Cos@tD

2
+
Sin@tD

2
F>>
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In[2]:= H∗ Μετατροπή της λύσης σε συνήθη συνάρτηση ∗L
x@tD = x@tD ê.solution@@1DD

Out[2]= ÆtC@1D + C@2D−
Cos@tD

2
+
Sin@tD

2  

In[3]:= H∗ παραγώγιση της λύσης ∗L
p@tD = D@x@tD,tD

Out[3]= ÆtC@1D +
Cos@tD

2
+
Sin@tD

2  

Αν εφαρµόσουµε την DSolve στην (5) θα πάρουµε ως λύση και τις δύο συναρτήσεις x και p 
ταυτόχρονα 

In[1]:= eq1= x'@tDm p@tD;
eq2= p'@tDm p@tD −Sin@tD;
solution= DSolve@8eq1,eq2<, 8x, p<,tD;
x@tD = x@tD ê.solution@@1DD êê Simplify
p@tD = p@tD ê.solution@@1DD êê Simplify

Out[4]= C@1D− C@2D + ÆtC@2D −
Cos@tD

2
+
Sin@tD

2

Out[5]=
1

2
H2ÆtC@2D + Cos@tD + Sin@tDL

 
Με τον ίδιο τρόπο που περιγράψαµε παραπάνω, µια Σ∆Ε n-τάξης µετατρέπεται σε 

σύστηµα αν θέσουµε p1=dx/dt,  p2=d2x/dt2, …. ,   pn-1=dn-1x/dtn-1. Αν και το MATHEMATICA 
δεν έχει περιορισµούς ως προς τον τρόπο γραφής των εξισώσεων,  ο τρόπος γραφής  (5) είναι 
πιο εύχρηστος και έτσι συνήθως αναφερόµαστε σε συστήµατα της µορφής   

 

1
1 1 2

2
2 1 2

1 2

1 2

( , ,..., , )

( , ,..., , )
( , ,..., , ) 1,...,

( , ,..., , )

n

n i
i n

n
n n

dx f x x x t
dt

dx f x x x t dx f x x x t i ndt
dt

dx f x x x t
dt

η

=

=
′ =

=

……………
=

n

 (6) 

όπου τα xi αποτελούν τις n άγνωστες συναρτήσεις του t της µορφής 

 1 2( ) ( ; , ,..., )i ix t x t c c c=  (7) 

µε  c1, c2, ...,cn  αυθαίρετες σταθερές που συνδέονται µε τις αρχικές συνθήκες, δηλαδή τις 
τιµές των  xi = xi0 σε µια δεδοµένη χρονική στιγµή t=t0. 

Αν το σύστηµα (6) είναι της µορφής  

 

1 11 1 12 2 1 1

2 21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

/
/

η ( ) ( )

/

n n

n n

n n n nn n n

dx dt a x a x a x b
dx dt a x a x a x b dx t x b t

dt
dx dt a x a x a x b

= + + + +
= + + + +

′ = +

= + + + +

A

…
G G… G

………………
…

 (8) 

όπου Α={aij} ένας n×n πίνακας µε στοιχεία συναρτήσεις της ανεξάρτητης µεταβλητής t και 
,x b
G

 τα διανύσµατα-στήλες (x
G

1,x2,…,xn)T και (b1,b2,…,bn)T , bi=bi(t) αντίστοιχα, το σύστηµα 

6 



Κεφ. 1 - Επίλυση διαφορικών εξισώσεων µε το  MATHEMATICA 
 

ονοµάζεται γραµµικό. Αν οι συντελεστές του συστήµατος aij και bi δεν εξαρτώνται από το 
χρόνο τότε η (8) αποτελεί ένα γραµµικό σύστηµα µε σταθερούς συντελεστές. 

 

1.4 Επιλυσιµότητα Σ∆Ε ανώτερης τάξης 

Με τον όρο επιλυσιµότητα για ένα σύστηµα Σ∆Ε εννοούµε τη δυνατότητα εύρεσης 
αναλυτικής λύσης. Αν η λύση εκφράζεται µε µια σειρά από πεπερασµένο αριθµό όρων οι 
οποίοι συµπεριλαµβάνουν τις συνήθεις πράξεις ή/και κλασσικές γνωστές πραγµατικές 
συναρτήσεις  (πχ. cos, sin, log κλπ) τότε λέµε πως η λύση εκφράζεται σε κλειστή µορφή. Σε 
πολλές περιπτώσεις όµως οι αναλυτικές λύσεις µπορεί να δίνονται και στη  µορφή µιας 
συγκλίνουσας σειράς. Αν οι Σ∆Ε από τις οποίες προκύπτουν οι λύσεις-σειρές έχουν ιδιαίτερη 
σηµασία για πολλά επιστηµονικά προβλήµατα, τότε σε αρκετές περιπτώσεις είναι δυνατό να 
αποδώσουµε τις παραπάνω σειρές σε νέες ειδικές συναρτήσεις (special functions), όπως είναι 
για παράδειγµα οι ελλειπτικές συναρτήσεις, η συνάρτηση Bessel κλπ. Στο MATHEMATICA η 
DSolve  δε δίνει λύσεις σε µορφή σειράς παρά µόνο λύσεις σε κλειστή µορφή ή λύσεις µε 
ειδικές συναρτήσεις. Επίσης το MATHEMATICA δεν µπορεί να εντοπίσει ιδιάζουσες λύσεις. Οι 
δυνατότητες του έχουν ως εξής 

α)  Λύνει κάθε διαφορική εξίσωση 1ης τάξης (ίσως εκτός κάποιων ειδικών περιπτώσεων) 

α) Λύνει κάθε τάξης γραµµικό σύστηµα µε σταθερούς συντελεστές   

β) Μπορεί να λύσει τις περισσότερες περιπτώσεις γραµµικών συστηµάτων 2ης τάξης (µε 
συντελεστές συναρτήσεις  της ανεξάρτητης µεταβλητής t) 

γ) Μπορεί να λύσει κάποιες ειδικές µορφές µη-γραµµικών συστηµάτων. 

 
Οι παραπάνω περιορισµοί δεν οφείλονται εν γένει στην έλλειψη των κατάλληλων 
αλγορίθµων στο  MATHEMATICA αλλά στην µη ύπαρξη αναλυτικών λύσεων. 

• Ένα µη γραµµικό σύστηµα τάξης n>1 γενικά δεν έχει αναλυτικές λύσεις.  

 

Παράδειγµα. Αντί της γραµµικής εξίσωσης (4) θεωρούµε την επίσης  γραµµική εξίσωση µε 
µη σταθερούς συντελεστές 2 2/ / sind x dt dx dt x t 0− + = . 

In[1]:= solution= DSolve@x''@tD −x'@tD + x@tD Sin@tDm 0, x, tD
Out[1]= DSolve Sin t x t − x� t + x�� t == 0, x, t@ @ D @ D @ D @ D D

0=

 
Το MATHEMATICA δεν µπορεί να βρει τη λύση ενώ υπάρχει. Για τη µη γραµµική εξίσωση 

  2 2 3/ / sind x dt dx dt x t− +

έχουµε 

In[2]:= solution= DSolve@x''@tD −x'@tD + x@tD^3Sin@tD m 0,x, tD
Out[2]= DSolve Sin t x t 3− x� t + x�� t == 0, x, t  @ @ D @ D @ D @ D D
Η αναλυτική λύση δεν µπορεί να βρεθεί γιατί δεν υπάρχει.  
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1.5 Βασικές έννοιες της Αριθµητικής Ολοκλήρωσης 
 

Έστω µια διαφορική εξίσωση 1ης τάξης,  της µορφής 

 ( , )dx f t x
dt

=  (9) 

µε άγνωστη συνάρτηση την x=x(t). Η άµεση αριθµητική πληροφορία που µας παρέχει η (9) 
είναι η κλίση της συνάρτησης x(t), δηλαδή η τιµή της f για κάθε t και x. Για το σηµείο t=t0, 
x=x0=x(t0),  από τον ορισµό της παραγώγου, έχουµε την ακόλουθη προσέγγιση (Προσέγγιση 
Euler) : 

 
0

0 0 0
0

( ) ( ) ( ( )lim ( 1)t
t t

x t t x t x t t x tdx t
dt t t∆ →

=

+ ∆ − + ∆ −
= ∆

∆ ∆
� �  (10) 

 

ή 

 0 0 0( ) ( , 0 )x t t x t f t x+ ∆ + ∆�  (11) 

Από την σχέση (11) προκύπτει ότι αν γνωρίζουµε την τιµή x0  της άγνωστης συνάρτησης σε 
ένα σηµείο t=t0 τότε µπορούµε να υπολογίσουµε προσεγγιστικά, σε ένα γειτονικό σηµείο t1 
=t0+∆t, την τιµή της συνάρτησης x1=x(t1).  Ακολουθώντας, µια επαναληπτική διαδικασία, 
όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα, παίρνουµε  ένα σύνολο σηµείων (tk,xk) τα οποία 
αποτελούν µια προσεγγιστική δειγµατοληψία για την άγνωστη συνάρτηση x=x(t).  

tk = tk-1+∆t =tk+(k-1)∆t 
xk=xk+ ∆t f(tk,xk) 

t1 =t0+∆t 
x1=x0+ ∆t f(t0,x0) 

(t0,x0) 

t2 = t1+∆t =t0+2∆t 
x2=x1+ ∆t f(t1,x1) 

Σχήµα  1 Επαναληπτική διαδικασία προσέγγισης της λύσης 

Για την πραγµατοποίηση της παραπάνω επαναληπτικής διαδικασίας, απαιτείται η “γνώση” 
ενός αρχικού σηµείου. Όµως, από οποιοδήποτε σηµείο (x0,y0) και αν  ξεκινήσουµε, η 
παραπάνω επαναληπτική διαδικασία, και  για όσο ορίζεται η συνάρτηση f(t,x) στο 
πραγµατικό χώρο,  θα µας δώσει ένα σύνολο σηµείων  

  (12) 2
0 0( , ) { ( , ) , 0,1,..., }k kA t x t x R k N= ∈ =

µε βήµα ∆t=tk-tk-1 (σταθερό). Το παραπάνω σύνολο, αφού προέρχεται από µια υπολογιστική 
διαδικασία, δεν µπορεί να είναι άπειρο, αλλά θα αναφέρεται πάντα σε ένα πεπερασµένο 
διάστηµα της ανεξάρτητης µεταβλητής t.  

Kάθε σηµείο (t0,x0)  αποτελεί µια αρχική συνθήκη, και για κάθε αρχική συνθήκη 
αντιστοιχεί µια µοναδική µερική λύση της διαφορικής εξίσωσης1. Ουσιαστικά, δηλώνοντας, 
το αρχικό σηµείο (t0,x0) ορίζουµε πλέον ένα πρόβληµα αρχικών τιµών,   που η λύση του 
x=x(t) δεν περιέχει αυθαίρετες σταθερές. To σύνολο των σηµείων (12) αποτελεί µια 

                                                      
1 Θεωρούµε ότι, οι συνθήκες των θεωρηµάτων ύπαρξης και µοναδικότητας ικανοποιούνται. 
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προσεγγιστική αριθµητική παράσταση της µερικής λύσης του προβλήµατος αρχικών τιµών 
και ονοµάζεται αριθµητική λύση ενώ η επαναληπτική διαδικασία που ακολουθείται 
ονοµάζεται αριθµητική ολοκλήρωση. 

      Η αναλυτική λύση µιας διαφορικής εξίσωσης , η οποία µπορεί να περιγράφει κάποιο 
φυσικό σύστηµα, µας αποκαλύπτει πλήρως τη συµπεριφορά του συστήµατος, τα κρίσιµα και 
ουσιώδη σηµεία του. Αντίθετα, ακολουθώντας µόνο την αριθµητική ολοκλήρωση, χωρίς 
κάποιες θεωρητικές ενδείξεις για την συµπεριφορά των λύσεων,  γίνεται µια τυφλή 
εξερεύνηση του χώρου των αρχικών συνθηκών και µόνο για πεπερασµένα διαστήµατα της 
ανεξάρτητης µεταβλητής t.  Η διάσταση του χώρου των αρχικών συνθηκών αυξάνεται µε την 
τάξη της διαφορικής εξίσωσης ή του συστήµατος διαφορικών εξισώσεων και έτσι σε 
συστήµατα µεγάλης τάξης, η πλήρης εξερεύνηση όλων των δυνατών εξελίξεων για το 
σύστηµα είναι αδύνατη.   Όµως η αριθµητική ολοκλήρωση είναι ένα απαραίτητο εργαλείο 
στα περισσότερα προβλήµατα που περιγράφονται από Σ∆Ε αφού συνήθως δεν έχουν 
αναλυτικές λύσεις. Οι ∆Ε (n>1) που λύνονται αναλυτικά αποτελούν εξαιρέσεις, οι οποίες 
αντιστοιχούν σε εκτενείς απλουστεύσεις  κάποιου πολύπλοκου συστήµατος.  Για παράδειγµα 
η εξίσωση 2 2 2/d x dt k x 0+ =  αποτελεί µια προσέγγιση για πάρα πολλά φυσικά προβλήµατα 
που τα µελετούµε κοντά στα σηµεία ισορροπίας του.    

 Μια αριθµητική λύση αποτελεί  προσέγγιση της πραγµατικής λύσης. Θεωρούµε για 
παράδειγµα το πρόβληµα αρχικών τιµών 

/ , (0)dx dt x y x= − + =1/ 2

/ 2

 

µε λύση την  η οποία παρουσιάζεται µε τη συνεχή καµπύλη του σχήµατος 2.  
Αν επιλύσουµε το παραπάνω πρόβληµα αριθµητικά, µε την διαδικασία που περιγράψαµε στο 
σχήµα 1, και µε ∆t=0.1, θα πάρουµε την ακολουθία των σηµείων (t,x) 

1 tx t e= + −

(0,0.5), (0.1,0.55), (0.2,0.595), κλπ 

Τα σηµεία αυτά παρουσιάζονται επίσης στο σχήµα 2 και αποτελούν την αριθµητική λύση. 

 x

0.5 1 1.5 2 2.5 3

-4

-3

-2

-1

 

t

Σχήµα  2 Αναλυτική (συνεχής γραµµή) και αριθµητική λύση (σηµεία) 

 

H αριθµητική λύση, ενώ αρχικά ακολουθεί σωστά την αναλυτική (πραγµατική) λύση, στη 
συνέχεια παρουσιάζει µια αυξανόµενη απόκλιση.  Η απόκλιση αυτή ονοµάζεται 
συστηµατικό σφάλµα της αριθµητικής µεθόδου  και οφείλεται στο γεγονός ότι η παράγωγος 
dx/dt=f(t,x) στο διάστηµα (tk,tk+1), θεωρήθηκε σταθερή και ίση µε  (xk+1-xk)/∆t. Μια καλύτερη 
προσέγγιση θα µπορούσε να επιτευχθεί µειώνοντας το βήµα ολοκλήρωσης, γεγονός όµως που 
συνεπάγεται τις ακόλουθες επιπτώσεις: 

• Απαιτείται µεγαλύτερος αριθµός επαναλήψεων για την κάλυψη της ίδιας περιοχής 
(0,xmax) και έτσι αυξάνεται η «πολυπλοκότητα» του αλγορίθµου και απαιτείται 
µεγαλύτερος υπολογιστικός χρόνος (CPU time).    
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• Οι διάφορες ποσότητες αντιπροσωπεύονται µε πραγµατικούς αριθµούς 
πεπερασµένης ακρίβειας. Το λάθος ή η στρογγυλοποίηση του τελευταίου δεκαδικού µπορεί 
να προκαλεί αυξανόµενα σφάλµατα µετά από κάθε επανάληψη. Έτσι όσο  αυξάνεται ο 
αριθµός των επαναλήψεων, το λάθος στρογγυλοποίησης (roundoff error) µπορεί να γίνει 
πολύ σηµαντικό.      

Η µέθοδος Euler αποτελεί την πιο απλή µέθοδο αριθµητικής ολοκλήρωσης. Η ανάπτυξη 
µεθόδων αριθµητικής επίλυσης διαφορικών εξισώσεων αποτελεί αντικείµενο της 
Αριθµητικής Ανάλυσης. Βασικός στόχος, της αριθµητικής ανάλυσης, στο πεδίο αυτό, είναι 
η κατασκευή µεθόδων ολοκλήρωσης  µε τα παρακάτω βασικά χαρακτηριστικά  

α) Μικρότερα και ελεγχόµενα σφάλµατα 

β) Μικρότερη πολυπλοκότητα, δηλαδή λιγότερες επαναλήψεις και, γενικά, λιγότερες 
αριθµητικές πράξεις 

γ) Εύκολη και αποδοτική προσαρµογή της µεθόδου για όσο το δυνατό περισσότερες 
κατηγορίες Σ∆Ε. 

Οι πιο γνωστές, σήµερα µέθοδοι, είναι οι Runge-Kutta, Adams, Bulirsch-Stoer κ.α. [11][12] 

 

1.6  Επίλυση Σ∆Ε και συστηµάτων Σ∆Ε µε την NDSolve 

Όπως τονίστηκε στην προηγούµενη παράγραφο, µια αριθµητική λύση  αναφέρεται στη 
λύση ενός προβλήµατος αρχικών τιµών και για ένα πεπερασµένο διάστηµα της ανεξάρτητης 
µεταβλητής (διάστηµα ολοκλήρωσης). Η αριθµητική επίλυση στο MATHEMATICA γίνεται µε την 
εντολή  NDSolve, η οποία συντάσσεται όπως και η DSolve (για ένα πρόβληµα αρχικών 
τιµών) αλλά µαζί µε την δήλωση της ανεξάρτητης µεταβλητής δηλώνεται και το διάστηµα 
ολοκλήρωσης 

ΝDSolve[Πρόβληµα Αρχικών  τιµών, Άγνωστη συνάρτηση, Ανεξ. Μεταβλητή&∆ιάστηµα 
Ολοκλήρωσης] 

ΝDSolve[{Σ∆Ε , Αρχικές συνθήκες}, x,{t,tmin,tmax}] 

Το αποτέλεσµα της NDSolve δίνεται σαν µια «συνάρτηση παρεµβολής» (Ιnterpolating 
function) του MATHEMATICA µέσω της οποίας µπορούµε να πάρουµε τα παραπάνω  ζεύγη 
τιµών για οποιοδήποτε t στο διάστηµα (tmin,tmax).   

 

Θεωρούµε τη Σ∆Ε   και τις αρχικές συνθήκες x(0)=0, x’(0)=1. 
Στον παρακάτω κώδικα επιλύουµε αριθµητικά την παραπάνω εξίσωση. Η συνάρτηση 
παρεµβολής που προκύπτει ανατίθεται στο σύµβολο x το οποίο αποτελεί στη συνέχεια την 
συνάρτηση της λύσης, µέσω της οποίας µπορούµε να πάρουµε τις τιµές αυτής ή και των 
παραγώγων της σε συγκεκριµένα σηµεία .    

2 2/ / sind x dt dx dt x t+ + 0=

In[1]:= Clear@"Global̀ ∗"D;
solution= NDSolve@8x''@tD +x'@tD + x@tDSin@tD m 0,x@0Dm 0,x'@0D m 1<,x, 8t, −2,20<D
x= xê.solution@@1DD;
Plot x t , t, −2,20@ @ D 8 <D  

 

10 



Κεφ. 1 - Επίλυση διαφορικών εξισώσεων µε το  MATHEMATICA 
 

Out[2]= 88x→ InterpolatingFunction@88−2., 20.<<, <>D<<

5 10 15 20

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

Out[4]= h Graphics h  
In[5]:= Print@"Για t=10 , xH10L=",x@10DD

Print@"και µε παράγωγο x'H10L=",x'@10DD
Για t=10 , xH10L=−0.00962113

και µε παράγωγο x' 10 =−0.0262346H L  
 

1.7  Επιλογές και έλεγχος της Αριθµητικής Ολοκλήρωσης 
Η NDSolve χρησιµοποιεί κλασσικές µεθόδους αριθµητικής ολοκλήρωσης (πχ Runge-

Kutta,  Adam, Gear) . Οι παραπάνω µέθοδοι χρησιµοποιούν παραµέτρους οι οποίες 
καθορίζονται αυτόµατα από την NDSolve. Υπάρχουν όµως και µερικές βασικές παράµετροι 
οι οποίες µπορούν να αλλαχθούν µε βάση τις απαιτήσεις του συγκεκριµένου προβλήµατος. 
Έτσι, συνολικά, η NDSolve συντάσσεται ως εξής 

NDSolve[equations, {y1,y2,...},{x,xmin,xmax}, Επιλογή1→ Νέα Τιµή, Επιλογή2→ Νέα Τιµή κ.λ.π., ] 

Οι διαθέσιµες Επιλογές και η χρήση τους είναι οι ακόλουθες 

1. Μethod (Προεπιλεγµένη τιµή Αutomatic) 

Επιλέγουµε ποια αριθµητική µέθοδο θα χρησιµοποιήσει η NDSolve, πχ Μethod→ 
RungeKutta. Με την επιλογή Automatic το MATHEMATICA εναλλάσσει τις µεθόδους 
Adams και Gear, ανάλογα µε τη συµπεριφορά της λύσης, για την επίτευξη µεγαλύτερης 
ακρίβειας.  

2. WorkingPrecision ( Προεπιλεγµένη τιµή $MachinePrecision) 

Είναι ο αριθµός των σηµαντικών ψηφίων που χρησιµοποιούνται κατά τους εσωτερικούς 
υπολογισµούς. Οι σηµερινοί προσωπικοί υπολογιστές εκτελούν επεξεργασία στα 32-bit η 
οποία παρέχει τους πραγµατικούς αριθµούς µε ακρίβεια 16 σηµαντικών ψηφίων 
($MachinePrecision). Αν θέσουµε WorkingPrecision<$MachinePrecision  τότε 
δεν λαµβάνεται υπόψη η νέα τιµή που δώσαµε. Αν θέσουµε WorkingPrecision> 
$MachinePrecision, τότε οι πράξεις γίνονται µε κώδικες «αυθαίρετης ακρίβειας»  
(arbitrary precision),  µειώνονται τα σφάλµατα στρογγυλοποίησης αλλά η υπολογιστική 
πολυπλοκοτητα αυξάνει ραγδαία.  

3. AccuracyGoal και PrecisionGoal  (Προεπιλεγµένη τιµή=6) 

Καθορίζουν το απόλυτο και το σχετικό σφάλµα της λύσης, αντίστοιχα, για το κάθε βήµα 
ολοκλήρωσης και εκφράζονται µε τον αριθµό των σηµαντικών  ψηφίων που επιθυµούµε. Η 
NDSolve σταµατάει τις εσωτερικές επαναλήψεις αν επιτευχθεί έστω η µία από τις παραπάνω 
συνθήκες.  Θα πρέπει να τονίσουµε ότι οι τιµές AccuracyGoal και PrecisionGoal δεν 
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εκφράζουν το πραγµατικό σφάλµα µετά το τέλος της ολοκλήρωσης, αλλά σχετίζονται µε το 
σφάλµα για το κάθε βήµα.  

4. MaxSteps (Προεπιλεγµένη τιµή=1000) 

Κατά την αριθµητική ολοκλήρωση µε την NDSolve, αποθηκεύονται στη µνήµη οι τιµές της 
λύσης ανά διαστήµατα  µε βήµα ∆t της ανεξάρτητης µεταβλητής και κατασκευάζεται από 
αυτά η συνάρτηση παρεµβολής.  Η τιµή MaxSteps καθορίζει το µέγιστο αριθµό βηµάτων  
που επιτρέπουµε να παράξει η NDSolve. Η αύξηση του MaxStep σηµαίνει παραγωγή 
περισσότερων σηµείων και συνεπώς µεγαλύτερες απαιτήσεις σε µνήµη.  Η επιλογή 
MaxSteps→∞, επιτρέπει στο  MATHEMATICA να χρησιµοποιήσει όσα βήµατα χρειάζονται για 
να επιτευχθεί η επιθυµητή ακρίβεια. 

5. StartingStepSize (Προεπιλεγµένη τιµή=Automatic)  και  MaxStepSize 
(Προεπιλεγµένη τιµή=∞):  
Το StartingStepSize είναι το βήµα ∆t µε το οποίο ξεκινάει η ολοκλήρωση. Με την 
επιλογή MaxStepSize δηλώνουµε έναν περιορισµό για την µέγιστη τιµή την οποία µπορεί 
να πάρει το βήµα ολοκλήρωσης.  

6. InterpolationPrecision (Προεπιλεγµένη τιµή =WorkingPrecision)  

Αναφέρεται στην ακρίβεια των ψηφίων που επιστρέφει η συνάρτηση παρεµβολής που 
εκφράζει τη λύση. ∆εν σχετίζεται  µε την ακρίβεια της αριθµητικής ολοκλήρωσης. 

7. Compiled (Προεπιλεγµένη τιµή=Τrue) : Με την τιµή True, οι εξισώσεις και η µέθοδος 
αριθµητικής επίλυσης µετατρέπονται σε κώδικα µηχανής (µέσω compiler της C).  

 

Παράδειγµα. Στην αριθµητική επίλυση του παρακάτω προβλήµατος αρχικών τιµών για το 
διάστηµα tœ(0,100), έχουµε  
In[4]:= NDSolve@8x''@tD +x'@tD + x@tDSin@5 tD m 0,x@0Dm 0,x'@0D m 1<,x, 8t,0,100<D

NDSolve::mxst :  Maximum number of 1000 steps reached at the point t == 51.538886450328256`.

Out[4]= 88x→ InterpolatingFunction@880., 51.5389<<, <>D<<  
Το µήνυµα δηλώνει ότι για την προεπιλεγόµενη τιµή MaxSteps=1000, η ολοκλήρωση 
επιτεύχθηκε µόνο µέχρι την τιµή t=51.538… . Για να γίνει η ολοκλήρωση µέχρι το t=100 
απαιτείται αύξηση της τιµής του MaxSteps.  

In[5]:= NDSolve@8x''@tD +x'@tD + x@tDSin@5 tD m 0, x@0Dm 0, x'@0D m 1<, x, 8t, 0, 100<,
MaxSteps→ 2000D

Out[5]= x→ InterpolatingFunction 0., 100. , <>88 @88 << D<<  
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Κεφάλαιο 2ο.  
Εισαγωγή στα δυναµικά συστήµατα 
 
 
2.1 Βασικές έννοιες και ορισµοί 
 
Ένα δυναµικό σύστηµα αποτελεί γενικά ένα αιτιοκρατικό µαθηµατικό µοντέλο το οποίο 
περιγράφει την κατάσταση ενός συστήµατος καθώς εξελίσσεται στο χρόνο. Η κατάσταση του 
συστήµατος περιγράφεται από ένα πεπερασµένο αριθµό ανεξάρτητων µετρήσιµων 
ποσοτήτων xiœú, i=1,..,n. Η γνώση των xi σε κάποια χρονική στιγµή t µας επιτρέπει να 
εξάγουµε κάθε απαραίτητη πληροφορία για την στιγµιαία κατάσταση του συστήµατος και να 
ορίσουµε µε σαφήνεια τον κανόνα που θα µας επιτρέψει την εύρεση της κατάστασης του 
συστήµατος (δηλαδή των ποσοτήτων xi ) τη στιγµή t+∆t . Κατά την εξέλιξη λοιπόν ενός 
δυναµικού συστήµατος οι ποσότητες  xi αποτελούν συναρτήσεις του χρόνου και ονοµάζονται 
µεταβλητές του συστήµατος.  Ο αριθµός n  των µεταβλητών ορίζει τη διάσταση του 
συστήµατος ενώ ο n-διάστατος χώρος µέσα στον οποίο αντιπροσωπεύονται τα διανύσµατα-
θέσεις (x1,x2,…,xn) για κάθε χρονική στιγµή t ονοµάζεται χώρος καταστάσεων (configuration 
space). O χρόνος t µπορεί να είναι µια συνεχής µεταβλητή (tœú) ή να παίρνει διακριτές τιµές 
t=tk=k ∆t, όπου kœZ. Στην πρώτη περίπτωση το δυναµικό σύστηµα ονοµάζεται συνεχές ενώ 
στη δεύτερη διακριτό.   

Σε ένα συνεχές σύστηµα τα xi(t) αποτελούν συνεχείς συναρτήσεις του χρόνου και η t-
παραµετρική καµπύλη (x1(t),x2(t),…,xn(t)) αποτελεί µια συνεχή καµπύλη µέσα στο χώρο 
καταστάσεων, µε συγκεκριµένη φορά διαγραφής, που ονοµάζεται τροχιά (trajectory). Σε ένα 
διακριτό σύστηµα σαν τροχιά του συστήµατος ορίζεται το αριθµήσιµο σύνολο σηµείων 

( ) ( ) ( )
1 2( , ,..., )k k k

nx x x όπου ( ) ( ) ,k
i i kx x t k Z= ∈ ∈R .  

 

x1

x2 t1
t2

t3

x1

x2

t4

t5

t1
t2

t3

t4

t5

(α) (β)  
Σχήµα 1 Φασική τροχιά α) συνεχούς συστήµατος β) διακριτού συστήµατος.  Στο συνεχές σύστηµα για 
κάθε t αντιστοιχεί κάποια κατάσταση ενώ για το διακριτό σύστηµα η καταστασή του ορίζεται µόνο τις 
χρονικές στιγµές tk. Η φορά της τροχιάς και στις δύο περιπτώσεις ορίζεται από τον τρόπο διαγραφής 
της καθώς αυξάνεται ο χρόνος.   

 
 
2.2 Συνεχή ∆υναµικά συστήµατα µε ∆ιαφορικές εξισώσεις 
 
Ένα συνεχές δυναµικό σύστηµα ή µια ροή (flow) διάστασης n ορίζεται εν  γένει µέσω ενός 
συστήµατος n διαφορικών εξισώσεων 1ης τάξης 
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=

=

�
�

�

    (13) 

 
το οποίο γράφεται σε διανυσµατική µορφή ως 

1 2( , ) , ( , ,..., )nx f x t x x x x=� �  
Τα δεξιά µέλη των εξισώσεων ορίζουν το διανυσµατικό πεδίο του συστήµατος f=(f1,f2,…,fn). 
Μία συγκεκριµένη (µερική) λύση του συστήµατος  (13) προκύπτει θεωρώντας αρχικές 
συνθήκες οι οποίες εκφράζουν την κατάσταση του συστήµατος σε µια χρονική στιγµή t=t0, 
δηλαδή θεωρώντας 

0 0 0( ) , n
i i ix t x x D= ∈ R⊂  (14) 

Επιλύνοντας το πρόβληµα αρχικών τιµών (13)-(14) παίρνουµε τη λύση xi=xi(t ; x0,t0) η οποία 
µας δίνει την εξέλιξη του συστήµατος στον χρόνο (προς το µέλλον για t>t0 και προς το 
παρελθόν για t< t0).   
 
Στα επόµενα θα θεωρούµε πάντα ότι οι συναρτήσεις fi ορίζονται πάντα σε ένα ανοιχτό 
υποσύνολο D+ ={(x1,x2,..,xn,t)}  του ún+1 που ονοµάζεται συχνά εκτεταµένος χώρος φάσεων 
(extended phase space). Επίσης µέσα στο D+ οι fi είναι συνεχείς και οι παράγωγοι ∑fi/∑xj, 
i,j=1,..,n ορίζονται και είναι επίσης συνεχείς. Κάτω από τις παραπάνω προϋποθέσεις 
εξασφαλίζεται η ύπαρξη και µοναδικότητα των λύσεων του συστήµατος αρχικών τιµών.  
Για κάθε σύνολο αρχικών τιµών, και για δεδοµένη αρχική τιµή του χρόνου t=t0 υπάρχει µία 
και µοναδική λύση που αντιστοιχεί σε αυτές.  Τα σηµεία (x1(t),x2(t),…,xn(t),t)œD+, που 
προκύπτουν από την µοναδική λύση, ορίζουν µία συνεχή καµπύλη µέσα στον  D+

 που 
ονοµάζεται ολοκληρωτική καµπύλη. Η ύπαρξη και µοναδικότητα των λύσεων µας 
εξασφαλίζει ότι 
 
• Από κάθε σηµείο του επεκταµένου χώρου των φάσεων περνάει µία και µοναδική 

ολοκληρωτική καµπύλη. ∆ηλαδή, η εξέλιξη του συστήµατος είναι προκαθορισµένη  αν 
οριστεί πλήρως η κατάστασή του σε κάποια συγκεκριµένη χρονική στιγµή.  

 
Αν τα δεξιά µέλη των εξισώσεων  του συστήµατος  (13) δεν περιέχουν το χρόνο (∑fi/∑t=0, 
i=1,..,n) το σύστηµα ονοµάζεται αυτόνοµο. Στην περίπτωση αυτή, το διανυσµατικό πεδίο του 
συστήµατος είναι σταθερό στο χώρο καταστάσεων ο οποίος  καλείται και χώρος των 
φάσεων.   Μια αρχική θέση (x10,x20,…, xn0) του συστήµατος στο χώρο των φάσεων, 
ανεξάρτητα από την χρονική στιγµή στη οποία αναφέρεται, καθορίζει πλήρως το διάνυσµα 
(f1,f2,…,fn) το οποίο καθορίζει την διεύθυνση προς την οποία θα κινηθεί το σύστηµα. H τροχιά 
(ή αλλιώς φασική καµπύλη), η οποία θα διαγραφεί, οφείλει να είναι πάντα εφαπτόµενη στο 
διανυσµατικό πεδίο και θα εξαρτάται αποκλειστικά µόνο από την αρχική θέση του 
συστήµατος. Η αρχή του χρόνου µπορεί να οριστεί αυθαίρετα και, γενικά, θέτουµε t0=0.  
Λόγω της µοναδικότητας των λύσεων, και µε εξαίρεση τα σηµεία ισορροπίας (βλ. 
παράγραφο 2.4) συµπεραίνουµε τα ακόλουθα 
• Από κάθε σηµείο του χώρου των φάσεων περνάει µία µοναδική τροχιά για t∈(-¶,¶). 
• Μία τροχιά δεν µπορεί να τέµνει εγκάρσια τον εαυτό της. 
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Σχήµα 2 α) Φασικό πορτραίτο αυτόνοµου δισδιάστατου συστήµατος β) µη επιτρεπτές τροχιές  για 
t∈[t0,t1] (τεµνόµενες, τέµνουσα τον εαυτό της, µη παραγωγίσιµη) 

 
Το σύνολο όλων των τροχιών ή φασικών καµπύλων ονοµάζεται φασικό διάγραµµα (ή 
πορτρέτο). Η κατανοµή και η ποιοτική µορφή των τροχιών στο φασικό χώρο δηµιουργούν 
µια «τοπολογική εικόνα» η οποία είναι χαρακτηριστική για το σύστηµα.  Μόνο στην 
περίπτωση ενός συστήµατος 2 διαστάσεων έχουµε άµεση εποπτεία του φασικού χώρου . Στις 
τρεις διαστάσεις ο φασικό χώρος προβάλλεται ουσιαστικά στο επίπεδο και η κατανόησή του 
γίνεται δυσχερής.    
 
 
2.3 Τροχιές και ποιοτική κατηγοριοποίηση 
 
Όπως αναφέραµε παραπάνω µία τροχιά περιγράφεται παραµετρικά από τις σχέσεις 

1 1 0 0 2 2 0 0 0 0( ; , ), ( ; , ), ... ( ; , )i i n n ix x t x t x x t x t x x t x t= = =  (15) 
οι οποίες προκύπτουν από την επίλυση του συστήµατος των διαφορικών εξισώσεων (13) µε 
αρχικές συνθήκες x(t0)=xi0. Αν οι σχέσεις (15) βρίσκονται αναλυτικά και µπορέσουµε να 
απαλείψουµε το χρόνο t, τότε περιγράφουµε  την τροχιά µε αναλυτικό τρόπο, συνήθως σαν 
τοµή επιφανειών. Για τα αυτόνοµα συστήµατα οι τροχιές µπορούν να προκύψουν από την 
λύση του «συµµετρικού» συστήµατος  

1 2

1 1 2 1 1( ,.., ) ( ,.., ) ( ,.., )
n

n n n

dxdx dx

nf x x f x x f x x
= = ="  (16) 

 Στην Υπολογιστική ∆υναµική, όπου γίνεται χρήση του συµβολικού ή κλασσικού 
προγραµµατισµού, οι τροχιές περιγράφονται γενικά µε την παραµετρική µορφή (15) για τους 
παρακάτω λόγους 
1. Οι σχέσεις (15) είναι άµεσα διαθέσιµες είτε από την αναλυτική είτε από την αριθµητική 

επίλυση των διαφορικών εξισώσεων. 
2. Οι διαφορικές εξισώσεις εν γένει δεν λύνονται ή δίνονται από πολύπλοκες συναρτήσεις 

και η απαλοιφή του χρόνου δεν είναι πρακτικά εφικτή. 
3. Ο συµβολικός προγραµµατισµός δεν µπορεί να διαχειριστεί, προς το παρών, άµεσα 

εξισώσεις της µορφής (16) ή, γενικότερα, δεν µπορεί να βρει  τα ολοκληρώµατα των 
διαφορικών εξισώσεων (αν υπάρχουν) από τα οποία προκύπτει µια αναλυτική περιγραφή 
των τροχιών. 

 
Μια τροχιά της µορφής (15) θα ονοµάζεται περιοδική αν υπάρχει ένα Τ τέτοιο ώστε σε κάθε 
χρονική στιγµή να ισχύει 

0 0 0 0( ; , ) ( ; , ) 1,..,i j i jx t T x t x t x t i n+ = ∀ =  (17) 
Το Τ ονοµάζεται περίοδος της τροχιάς και δηλώνει ένα τακτό χρονικό διάστηµα στο οποίο το 
σύστηµα επανέρχεται ξανά στην αρχική του θέση στο χώρο των φάσεων. Οι περιοδικές 
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τροχιές συχνά ονοµάζονται κύκλοι (cycles) γιατί είναι τοπολογικά ισοδύναµες µε έναν 
γεωµετρικό κύκλο.  

Μια τροχιά της µορφής (15) θα ονοµάζεται περατωµένη αν εξελίσσεται σε ένα 
φραγµένο υποσύνολο του φασικού χώρου, δηλαδή υπάρχει Μ>0 τέτοιο ώστε 
  | 0 0( ; , ) | 1,..,i jx t x t M i n< ∀ =  
Προφανώς, µια περιοδική τροχιά είναι περατωµένη αλλά δεν ισχύει αναγκαστικά το  
αντίθετο. Αν  

0 0[1,.., ], ( ; , ) για καιi ji n x t x t t∃ ∈ → ±∞ → +∞ − ∞  
η τροχιά ονοµάζεται ανοιχτή.  Μπορούµε επίσης να ορίσουµε ηµι-περατωµένες ή ηµι-
ανοιχτές τροχιές οι οποίες είναι περατωµένες για tö+¶ και ανοιχτές για  tö-¶ (ή το 
αντίστροφο). Αν υπάρχει σηµείο * * *

1 2( , ,..., )n
*x x x=x  του χώρου φάσεων, τέτοιο ώστε  

 , * *
0 0 0 01,.. , ( ; , ) ( ; , )lim limi j i i j

t t

i n x t x t x x t x tη
→+∞ →−∞

′∀ = = = ix

η τροχιά ονοµάζεται ασυµπτωτική.  Στην περίπτωση αυτή το σύστηµα τείνει προς µια 
σταθερή κατάσταση ή προέρχεται από µια συγκεκριµένη κατάσταση. Η έννοια της 
ασυµπτωτικής συµπεριφοράς έχει και γενικότερη έννοια αν αντί του σηµείου x* ορίσουµε ένα 
υποσύνολο U*  του χώρου φάσεων µε διάσταση 0<m<n προς το οποίο τείνει η τροχιά.  

Στο MATHEMATICA ο υπολογισµός των τροχιών γίνεται µε την αναλυτική ή 
αριθµητική επίλυση του συστήµατος. Οι δυναµικές µεταβλητές xi µπορούν πάντοτε να 
παρασταθούν σε ένα διάγραµµα t-xi για κάθε µία ξεχωριστά. Αντίθετα οι φασικές τροχιές 
µπορούν να παρασταθούν γραφικά µόνο για συστήµατα 2 και 3 διαστάσεων. Είναι δυνατή 
όµως η προβολή των τροχιών σε επίπεδα xi-xj. Η ολοκλήρωση, διαχείριση και παράσταση 
των τροχιών παρουσιάζεται µε τα παρακάτω παραδείγµατα.   
 
Παράδειγµα 2-1 
Για το αυτόνοµο δυναµικό σύστηµα  2

1 2 2,x x x k= =� � x−
 τ

 µε αρχικές συνθήκες 
x1(0)=x10 και    x2(0)=x20 παίρνουµε την  παρακά ω γενική λύση : 
In[1]:= deq1= x1'@tDm x2@tD; deq2 =x2'@tDm −k^2x1@tD; H∗ Εξισώσεις ∆υναµικού συστήµατος∗L

sol= DSolve@8deq1, deq2,x1@0Dm x10, x2@0D m x20<, 8x1@tD,x2@tD<, tD êê FullSimplify;
x1t= x1@tD ê.sol@@1DD; x2t =x2@tD ê.sol@@1DD;
Print@"Γενική Λύση x1HtL=",x1t, " x2HtL=",x2tD
Γενική Λύση x1HtL=x10Cos@ktD+

x20Sin@ktD
k

x2HtL=x20Cos@ktD − kx10Sin@ktD
 

 
Όλες οι τροχιές του συστήµατος είναι γνωστές µέσω της γενικής λύσης. Η εξέλιξη των 
x1=x1(t) και x2=x2(t) καθώς και οι τροχιές (x1(t),x2(t)) µπορούν να παρασταθούν γραφικά 
θεωρώντας συγκεκριµένες αρχικές συνθήκες και συγκεκριµένη τιµή για την παράµετρο k του 
συστήµατος.  Για παράδειγµα για k=1, x10=1, x20=0.5 θα έχουµε 
 
In[4]:= H∗ Μερικές λύσεις για k=1, x10=1, x20=0.5∗L

x1ta= x1t ê. 8k→ 1, x10→ 1, x20→ 0.5<;
x2ta= x2t ê. 8k→ 1, x10→ 1, x20→ 0.5<;H∗Εξέλιξη των µεταβλητών x1,x2 στο διάστηµα −10<t<10∗L
graph1= Plot@x1ta, 8t, −10, 10<,AxesLabel→ 8"t", "x1"<, DisplayFunction→ IdentityD;
graph2= Plot@x2ta, 8t, −10, 10<,AxesLabel→ 8"t", "x2"<, DisplayFunction→ IdentityD;
Show@GraphicsArray@8graph1,graph2<, DisplayFunction→ $DisplayFunctionDDH∗ Τροχιά − Φασική καµπύλη ∗L
ParametricPlot x1ta, x2ta , t,0,10 ,PlotLabel −>"Trajectory"@8 < 8 < D     
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Θέτοντας διαφορετικές  τιµές αρχικών συνθηκών και διατηρώντας σταθερή την παράµετρο k 
θα πάρουµε άλλες τροχιές του συστήµατος και η ταυτόχρονη γραφική τους παράσταση θα 
µας δώσει το φασικό πορτρέτο του συστήµατος. Θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι η µεταβολή 
της παραµέτρου k σηµαίνει ουσιαστικά µεταβολή του συστήµατος. Έτσι, γενικά,  για κάθε 
τιµή των παραµέτρων ενός συστήµατος αντιστοιχεί και ένα διαφορετικό φασικό πορτρέτο.   
 
In[10]:= H∗ Μερικές λύσεις για k=1, και διάϕορα x10, x20∗L

x1ta= x1t ê. 8k→ 1, x10→ 1, x20→ 0.5<; x2ta =x2t ê.8k→ 1, x10→ 1, x20→ 0.5<;
x1tb= x1t ê. 8k→ 1, x10→ 0.5, x20→ 0.5<; x2tb =x2t ê.8k→ 1, x10→ 0.5, x20→ 0.5<;
x1tc= x1t ê. 8k→ 1, x10→ 1, x20→ 1<; x2tc =x2t ê.8k→ 1, x10→ 1, x20→ 1<;H∗Show@GraphicsArray@8graph1,graph2<, DisplayFunction→$DisplayFunctionDD∗L
phase1= ParametricPlot@88x1ta,x2ta<, 8x1tb,x2tb<, 8x1tc,x2tc<<, 8t,0,10<,

AxesLabel→ 8"x1","x2"<,PlotRange→ 8−2.5,2.5<, DisplayFunction→ IdentityD;H∗ Μερικές λύσεις για k=2, και διάϕορα x10, x20∗L
x1ta= x1t ê. 8k→ 2, x10→ 1, x20→ 0.5<; x2ta =x2t ê.8k→ 2, x10→ 1, x20→ 0.5<;
x1tb= x1t ê. 8k→ 2, x10→ 0.5, x20→ 0.5<; x2tb =x2t ê.8k→ 2, x10→ 0.5, x20→ 0.5<;
x1tc= x1t ê. 8k→ 2, x10→ 1, x20→ 1<; x2tc =x2t ê.8k→ 2, x10→ 1, x20→ 1<;
phase2= ParametricPlot@88x1ta,x2ta<, 8x1tb,x2tb<, 8x1tc,x2tc<<, 8t,0,10<,
AxesLabel→ 8"x1","x2"<, PlotRange→ 8−2.5,2.5<, DisplayFunction→ IdentityD

Print@"Phase Portrait for k=1 Phase Portrait for k=2"D
Show@GraphicsArray@8phase1, phase2<, DisplayFunction→ $DisplayFunctionDD

 
Phase Portrait for k=1 Phase Portrait for k=2
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Παρατηρούµε από τα παραπάνω φασικά πορτρέτα ότι οι τροχιές είναι όλες ελλείψεις (ή 
κύκλοι για k=1) µε εκκεντρότητα που εξαρτάται µόνο από το k (δηλαδή την αλλαγή του 
συστήµατος). Σύµφωνα µε την σχέση (16) µε αυτά που αναφέραµε στην αρχή της 
παραγράφου, οι εξισώσεις των φασικών τροχιών µπορούν να προκύψουν από το σύστηµα 

21 2 2
2

2 1 1

dx dx dx xk 1

2x k x dx x
= ⇒ = −

−
 

Πράγµατι, επιλύνοντας την παραπάνω εξίσωση θεωρώντας την  x2 ως την άγνωστη 
συνάρτηση, την x1 ως την ανεξάρτητη µεταβλητή  και αρχική συνθήκη την x2(x10)=x20, 
έχουµε 
In[20]:= DSolveA9x2'@x1Dm −k2 x1êx2@x1D, x2@x10Dm x20=,x2@x1D, x1E êê FullSimplify
Out[20]= x2@x1D → −

"
k2 H−x12 + x102L + x202>, :x2@x1D →

"
k2 H−x12+ x102L + x202>>  ::

δηλαδή   
2 2 2 2 2 2
2 1 20 10 σταθ.x k x x k x+ = + =  (18) 

Με την αναλυτική λύση (18) αποδεικνύεται ότι όλες οι τροχιές του συστήµατος είναι 
ελλείψεις µε κέντρο το (0,0). Από τα παραπάνω φασικά πορτρέτα που πήραµε υπολογιστικά 
έχουµε µόνο ενδείξεις για το ότι και οι υπόλοιπες τροχιές, εκτός των τριών ενδεικτικών, είναι 
επίσης ελλείψεις. 
 
     Το δυναµικό σύστηµα του παραπάνω παραδείγµατος είναι το γνωστό για τη Φυσική 
σύστηµα του αρµονικού ταλαντωτή. Όπως θα δούµε στο κεφάλαιο 3, έχει ιδιαίτερη σηµασία 
για την µελέτη πιο πολύπλοκων δυναµικών συστηµάτων. Επειδή ο αρµονικός ταλαντωτής 
έχει γνωστή και απλή γενική λύση, χρησιµοποιήθηκε η αναλυτική επίλυση µε την  εντολή 
DSolve και οι τροχιές υπολογίστηκαν στηριζόµενοι σε αυτή.   
 
Άσκηση 2.1. Σύµφωνα µε το παραπάνω παράδειγµα µελετήστε την εξέλιξη του συστήµατος  

2
1 2 2,x x x k= =� � x . ∆είξτε ότι οι τροχιές είναι ανοιχτές και συγκεκριµένα υπερβολές. 

 
Παράδειγµα 2-2. 
Έστω το αυτόνοµο σύστηµα 3 διαστάσεων 

2
1 2 3 2 1 3 3

1 , ,
2 1x x x x x x x= + = − = − +� � � x  

Το σύστηµα είναι µη γραµµικό λόγω του όρου x1
2 στην τρίτη εξίσωση και δεν µπορεί να 

βρεθεί η γενική του λύση. Η εξέλιξη του συστήµατος πρέπει να βρεθεί µε αριθµητική λύση 
του συστήµατος επιλέγοντας κάποιες συγκεκριµένες αρχικές συνθήκες x1(0)=x10, 
x2(0)=x20, x3(0)=x30  καθώς και συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα ολοκλήρωσης (0,tmax). 
 
In[1]:= deq1= x1'@tDm x2@tD +0.5∗x3@tD;

deq2= x2'@tDm −x1@tD;
deq3= x3'@tDm −x3@tD+ x1@tD^2;
x10= 1;x20 =0; x30= −1; tmax= 100;

sol= NDSolve@8deq1,deq2,deq3,x1@0D m x10,x2@0D m x20,x3@0D m x30<,8x1,x2,x3<, 8t,0,tmax<D
x1t= x1@tD ê.sol@@1DD;x2t =x2@tD ê.sol@@1DD;x3t= x3@tD ê.sol@@1DD;
Plot@x1t, 8t,0,tmax<,PlotPoints→ 1000,AxesLabel→ 8"t", "x1"<D
Plot@x2t, 8t,0,tmax<,PlotPoints→ 1000,AxesLabel→ 8"t", "x2"<D
Plot@x3t, 8t,0,tmax<,PlotPoints→ 1000,AxesLabel→ 8"t", "x3"<D
ParametricPlot3D@8x1t,x2t,x3t<, 8t,0,tmax<, AxesLabel→ 8"x1", "x2","x3"<,
PlotLabel→ "Trajectory", PlotPoints→ 2000,PlotRange→ −1,1 , −1,1 , −1,188 < 8 < 8 <<D  
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      Στο παραπάνω παράδειγµα οι µεταβλητές του συστήµατος φαίνεται να ταλαντώνονται µε 
µειούµενο σταδιακά πλάτος το οποίο τείνει ασυµπτωτικά προς κάποια σταθερή τιµή. Η 
συµπεριφορά αυτή περιγράφεται από την αντίστοιχη φασική τροχιά µε τη περιέλιξή της που 
καταλήγει τελικά γύρω από µία κλειστή καµπύλη (οριακός κύκλος)  του τρισδιάστατου 
φασικού χώρου. Η τροχιά δεν τέµνει τον εαυτό της, αφού το σύστηµα είναι αυτόνοµο. Η 
εξέλιξη αυτή του συστήµατος αναφέρεται στις συγκεκριµένες αρχικές συνθήκες. Ξεκινώντας 
το σύστηµα από κάποια άλλη θέση η συµπεριφορά του µπορεί να είναι τελείως διαφορετική. 
Η εποπτεία του φασικού πορτρέτου, δηλαδή η παράσταση πολλών τροχιών στον 
τρισδιάστατο φασικό χώρο, δεν είναι πρακτικά ωφέλιµη.  
 
Άσκηση 2.2.  Για το σύστηµα του Lorenz 

1 2 1 2 1 2 1 3 3 1 2( ), 10 , 3 3x x x x x x x x x x x xσ= − = − − = −� � �  
και για αρχικές συνθήκες x1=x2=x3=5.0 υπολογίστε την τροχιά του συστήµατος για tö¶ και 
για διάφορες τιµές της παραµέτρου σ>1 (πχ 2, 10, 30,100).    
 
  
     
2.4.  ∆ιανυσµατικό πεδίο και σηµεία ισορροπίας 
 
Γι  ένα αυτόνοµο σύστηµα το στοιχειώδες εφαπτόµενο στη τροχιά διάνυσµα 

οφείλει να είναι παράλληλο του διανυσµατικού πεδίου (βλ. σχέση 
(16)). Για το παράδειγµα 2-1 το διανυσµατικό πεδίο έχει την µορφή  

α
1 2( , ,..., )ndr dx dx dx=

G
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In[1]:= <<Graphics̀ PlotField̀

f1= x2;

f2= −x1;

PlotVectorField@8f1,f2<, 8x1, −1,1<, 8x2, −1,1<,
Frame→ TrueD

 
Πράγµατι µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι το διανυσµατικό πεδίο οδηγεί σε 
περιστρεφόµενες τροχιές µε φορά την κατεύθυνση του διανυσµατικού πεδίου. Η εποπτεία του 
διανυσµατικού χώρου σε 3 διαστάσεις είναι αρκετά περίπλοκη και επίσης η 
PlotVectorField λειτουργεί µόνο στις δύο διαστάσεις. Σε ένα µη αυτόνοµο σύστηµα το 
διανυσµατικό πεδίο αλλάζει µε το χρόνο. 
 
Άσκηση 2.3 Για το µη αυτόνοµο δυναµικό σύστηµα 1 2 2 1 2, sin 2x x x x x tπ= = − −� �  
παραστήστε γραφικά το διανυσµατικό του πεδίο για τις χρονικές στιγµές t=0, 0.25, 0.5, 0.75. 
Σχεδιάστε την τροχιά του συστήµατος για αρχικές συνθήκες x1=x2=1;  Πως κατατάσσεται 
ποιοτικά η παραπάνω τροχιά;   
  
   
Σηµαντικό ρόλο στη διαµόρφωση της τοπολογίας του χώρου φάσεων αποτελούν τα σηµεία 
ισορροπίας του συστήµατος (equilibrium points). Ένα σηµείο * * *

1 2( , ,..., )nx x x  του χώρου 
φάσεων καλείται σηµείο ισορροπίας αν 

* * *
1 2( , ,..., ) 0, 1, 2,...,i nf x x x i n= ∀ =  (19) 

δηλαδή, τα σηµεία ισορροπίας είναι τα κρίσιµα σηµεία του διανυσµατικού πεδίου. Για 
αρχικές συνθήκες * * *

10 20 0 1 2( , ,..., ) ( , ,..., )n nx x x x x x= θα έχουµε 

 00 σταθ. ( 1,.., )i i ix x x i= ⇒ = = =� n  

δηλαδή το η κατάσταση του συστήµατος παραµένει σταθερή στο χρόνο.  
    Τα σηµεία ισορροπίας εξαρτώνται από τις τιµές των σταθερών παραµέτρων του 
συστήµατος και βρίσκονται επιλύνοντας το αλγεβρικό σύστηµα (19). Αν µπορούν να 
βρεθούν αναλυτικά οι ρίζες του (19) (µε την εντολή Solve) τότε παίρνουµε  τα σηµεία 
ισορροπίας για κάθε τιµή των παραµέτρων του συστήµατος. Σε διαφορετική περίπτωση 
βρίσκουµε τα σηµεία ισορροπίας αριθµητικά (µε την NSolve ή την FindRoot) για 
συγκεκριµένες τιµές των παραµέτρων.   
 
Παράδειγµα 2.3  
Να βρεθούν τα σηµεία ισορροπίας του συστήµατος  2

1 1 2 2 1 12 , 2x x x x kx x x= − = +� �  
 
In[1]:= f1= x1−2x2; f2= kx1+x1∗x2^2;

EqPoints= Solve f1m 0, f2m 0 , x1, x2  @8 < 8 <D
Out[2]= x1→ 0, x2→ 0 , x1→ −2Ç

èk, x2→ −Ç
èk , x1→ 2Ç

èk, x2→ Ç
èk  98 < 9 = 9 ==

Παρατηρούµε ότι για θετικές τιµές της παραµέτρου k έχουµε ένα σηµείο ισορροπίας το (0,0) 
(αφού οι υπόλοιπες ρίζες είναι µιγαδικές) ενώ για k<0 έχουµε τρία σηµεία ισορροπίας. Για 
την κρίσιµη τιµή k=0 λέµε ότι έχουµε ένα σηµείο διακλάδωσης του συστήµατος ενώ τα 
διαγράµµατα <παράµετρος-θέση>, δηλαδή για τη συγκεκριµένη περίπτωση τα k-x1 και k-x2 
ονοµάζονται διαγράµµατα διακλαδώσεων. 
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In[3]:= x11= x1ê. EqPoints@@1DD;

x12= x1ê. EqPoints@@2DD;
x13= x1ê. EqPoints@@3DD;
Plot@8x11,x12, x13<, 8k, −1, 1<, Frame→ True, Axes→ False,

PlotLabel−> "Biffurcation Diagram k−x1"D
-1 -0.5 0 0.5 1
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2
Biffurcation Diagram k−x1

 
 
 
Παράδειγµα 2.4.  
Να βρεθούν τα σηµεία ισορροπίας του συστήµατος  3

1 1 2 2 1/ 2, 2x x x x k x x= + = +� �  

Για το παραπάνω σύστηµα η Solve δεν µπορεί να µας δώσει τις ρίζες και έτσι 
καταφεύγουµε στον αριθµητικό προσδιορισµό των ριζών µε την FindRoot.  Για k=1 και 
ξεκινώντας την εύρεση της ρίζας από το σηµείο εκκίνησης2 x1=x2=1 παίρνουµε  
 
In[1]:= k= 1;

f1= x1+ x2ê2; f2= k + x2^3x1;

FindRoot@8f1m 0, f2m 0<, 8x1,1<, 8x2,1<, MaxIterations→ 30D
Out[3]= x1→ −0.594604, x2 → 1.189218 <  
 
 Η παραπάνω διαδικασία µπορεί να επαναληφθεί για διάφορες τιµές της παραµέτρου k σε ένα 
διάστηµα [k1,k2] και µε βήµα ∆k. Ετσι σχηµατίζουµε ένα σύνολο από ζεύγη τιµών (k,x1) ή  
(k,x2) τα οποία µπορούν να παρασταθούν γραφικά. Στον παρακάτω κώδικα θεωρούµε το k 
στο διάστηµα [0,2] και βήµα ∆k=0.1. H ρίζα που βρίσκεται για κάποια τιµή του k τίθεται ως 
το σηµείο εκκίνησης της FindRoot για την εύρεση της ρίζας για k+∆k.  
 

,

In[5]:= list= 8<;H∗Λιστα αποθήκευσης Hk,x2L∗L
eqpointx1= 1; eqpointx2 =1;H∗Σηµείο εκκίνησης∗L
For@k= 0.0, k< 2, k= k+0.1,

f1= x1+ x2ê2; f2= k + x2^3x1;

EqPoint= FindRoot@8f1m 0, f2m 0<, 8x1, eqpointx1<8x2, eqpointx2<, MaxIterations→ 30D;
eqpointx1= x1ê. EqPoint@@1DD;
eqpointx2= x2ê. EqPoint@@2DD;
AppendTo@list, 8k,eqpointx2<D;D
ListPlot@list, AxesLabel→ 8"k","x2"<,
PlotStyle−> PointSize@0.02DD
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H χρήση της FindRoot µας δίνει, στην καλύτερη περίπτωση, ως έξοδο µια ρίζα για κάθε 
τιµή της παραµέτρου k και έτσι σχηµατίζουµε µια µονοπαραµετρική οικογένεια από σηµεία 
ισορροπίας (όπως αυτή του παραπάνω προγράµµατος). Το σύστηµα όµως µπορεί να έχει και 
άλλες ρίζες οι οποίες προσδιορίζονται αν επιλεγεί κατάλληλα η θέση εκκίνησης (x10,x20) της   
FindRoot. 
 
Άσκηση 2.4. Για το σύστηµα του παραδείγµατος (2.4) προσδιορίστε µια άλλη 
µονοπαραµετρική οικογένεια σηµείων ισορροπίας θεωρώντας  ως εκκίνηση τη θέση 
(x10,x20)=(1,-1). Υπάρχει άλλη οικογένεια; 

                                                      
2 Βλ. σχετικά µε την λειτουργία της FindRoot και τη µέθοδο Newton-Raphson 
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Μια σηµαντική ιδιότητα των σηµείων ισορροπίας είναι η ευστάθειά τους. Αν στη γειτονιά 
ενός σηµείου ισορροπίας υπάρχουν τροχιές που είναι ανοιχτές για tö+¶ τότε το σηµείο 
ισορροπίας ονοµάζεται ασταθές, σε διαφορετική περίπτωση ονοµάζεται ευσταθές. Με την  
ευστάθεια θα ασχοληθούµε ειδικότερα στα επόµενα κεφάλαια. 
 
  
2.5 ∆ιατηρητικά και µη διατηρητικά συστήµατα 
 
Έστω ένα n-διάστατο αυτόνοµο σύστηµα 1( ,.., )i i nx f x x=� και D ένα φραγµένο και συνεχές 
υποσύνολο του χώρου φάσεων ún µε «όγκο» VD  

1 2......
n

D n
D R

V dx dx
⊂

= ∫∫ ∫ dx  

Κάθε σηµείο του D αποτελεί µια αρχική συνθήκη A=(x10,..,xn0). Ξεκινώντας µε αφετηρία το 
σηµείο αυτό, κάτω από την ροή σε χρόνο t το σύστηµα θα βρεθεί στη θέση B=(x1,..,xn) = 
(x1(t), .. , xn(t))œún ή, µε άλλα λόγια, λέµε ότι το σηµείο Α απεικονίζεται στο σηµείο Β κάτω 
από τη ροή ft.  Θεωρώντας την παραπάνω διαδικασία για κάθε σηµείο του D θα πάρουµε την 
απεικόνισή του D’ κάτω από τη ροή ft (βλ. σχήµα 3). Αν για κάθε DÕún και για κάθε t ισχύει  
VD=VD’ , δηλαδή ο όγκος του χώρου των φάσεων διατηρείται κάτω από την ροή του 
δυναµικού συστήµατος, το σύστηµα ονοµάζεται διατηρητικό (area preserving) . Αν  VD<VD’, 
δηλαδή ο όγκος φθίνει µε το χρόνο, το σύστηµα ονοµάζεται σύστηµα µε απώλειες 
(dissipative) ενώ αν VD>VD’, δηλαδή ο όγκος αυξάνει µε το χρόνο, το σύστηµα ονοµάζεται 
«εκρηκτικό» (explosive). Tα εκρηκτικά συστήµατα οδηγούν σε λύσεις που τείνουν στο 
άπειρο και δεν παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Αντίθετα τα συστήµατα µε απώλειες 
οδηγούν το σύστηµα προς ένα ελκτικό σύνολο µικρότερης διάστασης από αυτή του 
συστήµατος και έτσι η µελέτη της εξέλιξης των τροχιών ανάγεται στην µελέτη των ιδιοτήτων 
αυτού του ελκτικού υποσυνόλου. Τα διατηρητικά συστήµατα παρουσιάζουν επίσης 
ξεχωριστό ενδιαφέρον και σ’αυτά περιλαµβάνονται τα µηχανικά συστήµατα που διατηρούν 
την ενέργεια και, γενικότερα, τα Χαµιλτονιανά συστήµατα. 
 

t0

D

t 1 div 0f < 

D'

t1 div 0f = 
D'

(α) (β) (γ)  
Σχήµα 3. α) Υποσύνολο αρχικών συνθηκών (t0=0) στο χώρο φάσεων β) Κατανοµή θέσεων για t1> t0 
σε ένα διατηρητικό σύστηµα  γ) το ίδιο όπως το (β) για ένα σύστηµα µε απώλειες. 

     
Η διατήρηση ή όχι των όγκων στο χώρο των φάσεων εξαρτάται από την απόκλιση του 
διανυσµατικού πεδίου του συστήµατος: G

0div f = ⇒
G

∆ιατηρητικό σύστηµα 

0div f < ⇒
G

Σύστηµα µε απώλειες 

0div f > ⇒ Εκρηκτικό σύστηµα 

Εν’ γένει έχουµε και η εξέλιξη του συστήµατος εξαρτάται από την περιοχή των 
αρχικών συνθηκών στο χώρο των φάσεων. Και σ’αυτή την περίπτωση το σύστηµα 
ονοµάζεται «σύστηµα µε απώλειες» (dissipative). 

( )idiv f g x=
G
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Παράδειγµα 2-5 
Για το σύστηµα του παραδείγµατος (2-2) έχουµε 

In[5]:= H∗Απλούστερα∗L
f1= x2+x3ê2; f2= −x1; f3 = −x3+x1^2;

divf= D@f1,x1D +D@f2, x2D+ D@f3, x3D
Out[6]= −1

     
 

In[1]:= <<Calculus̀ VectorAnalysis̀

SetCoordinates@Cartesian@x1,x2,x3DD;
f= 8x2+x3ê2, −x1, −x3+x1^2<;
Print@"Απόκλιση = div f = ", Div@fDD
Απόκλιση = div f = −1

δηλαδή έχουµε ένα σύστηµα µε απώλειες.  
 
Άσκηση 2.5.  ∆είξτε ότι το σύστηµα 

1 2 1 2 1 2 1 3 3 1 2( ), , 3x x x x r x x x x x x x bxσ= − = − − = −� � �  
όπου σ,r,b σταθερές, είναι σύστηµα µε απώλειες για κάθε θετική τιµή των παραµέτρων του.  
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Κεφάλαιο 3ο 
Συστήµατα  Ενός Βαθµού Ελευθερίας 
 
 
 
3.1 Ορισµός 
Ένα δυναµικό σύστηµα ενός βαθµού ελευθερίας (1ΒΕ) περιγράφεται από την αυτόνοµη 
διαφορική εξίσωση 2ης τάξης της µορφής 

( ),x f x x=�� R∈



 (20) 
Θα θεωρούµε πάντα την f ως αναλυτική συνάρτηση στον χώρο που µελετούµε το σύστηµα. 
Στα πλαίσια της µηχανικής, η (20) µπορεί να περιγράφει, για παράδειγµα, την µονοδιάστατη 
κίνηση ενός υλικού σηµείου, µάζας m, υπό την επίδραση µιας δύναµης F=f(x)/m. Η (20) 
γράφεται υπό την συνήθη µορφή δυναµικού συστήµατος ως 

1 2 1

2 1 2( )( )
x x fx p

x f x fp f x
η

= ==  ′ = ==  

��
��

 (21) 

όπου x1=x και x2=p.  Αν το παραπάνω σύστηµα εκφράζει την µονοδιάστατη κίνηση που 
αναφέραµε παραπάνω τότε η µεταβλητή x είναι η θέση και η µεταβλητή p η ορµή του 
σώµατος η οποία συµπίπτει µε την ταχύτητα για m=1. Συνηθίζεται να χρησιµοποιούνται οι 
όροι θέση και ταχύτητα για τις µεταβλητές x και p, αντίστοιχα, τους οποίους και θα 
χρησιµοποιούµε στα παρακάτω. 
 
3.2 Γενικά χαρακτηριστικά 
Το σύστηµα (21) είναι ένα αυτόνοµο σύστηµα 2 διαστάσεων µε χώρο φάσεων το επίπεδο 
θέση-ταχύτητα (x-p). Κατά συνέπεια οι αρχικές συνθήκες θα είναι οι x0 και p0 και µπορούν 
να αναφέρονται στο χρόνο t=0.  
    Παρατηρούµε ότι το σύστηµα είναι διατηρητικό, αφού 

1 2

1 2

( ) 0f f p f xdiv f
x x x p

∂ ∂ ∂ ∂
= + = + =

∂ ∂ ∂ ∂

G
 (22) 

και ορίζοντας την συνάρτηση δυναµικού 

( ) dfU x
dx

= −  (23) 

προκύπτει ότι το σύστηµα διαθέτει το ολοκλήρωµα ενέργειας 
21 ( ) σταθ.

2
E p U x= + =  (24) 

Για δεδοµένη αρχική τιµή της ενέργειας Ε0=p0
2/2+U(x) , η φασική τροχιά (x(t),p(t)) οφείλει 

να διατηρεί αυτή την τιµή, δηλαδή Ε(x,p)=Ε0, "t   και να πληροί την σχέση 

( ) 0E U x− ≥    (25) 
Η ανισότητα (25) ορίζει τα όρια της κίνησης και για δεδοµένη τιµή της ενέργειας έχουµε τις 
περιπτώσεις 
xmin ≤x≤xmax : περατωµένη φασική τροχιά 
xmin ≤x ή x≤xmax ή  xœ(-¶,+¶): ανοιχτή φασική τροχιά 

Για το σύστηµα (21) κάθε φασική τροχιά αντιστοιχεί σε µια τιµή ενέργειας, και κατά 
συνέπεια για το ίδιο σύστηµα κλειστές και ανοιχτές τροχιές µπορούν να συνυπάρχουν. 
Επίσης, από την (24) προκύπτει ότι 

2( ( ))p E U x= ± −  (26) 
οπότε, µέσα στα όρια της κίνησης, το φασικό πορτρέτο παρουσιάζει συµµετρία ως προς τον 
άξονα των x.  Επίσης, µια περατωµένη φασική τροχιά περνάει από τα σηµεία (xmin,0) και 
(xmax,0). Έτσι στο διάστηµα (xmin,xmax) έχουµε µια τροχιά µε p≥0 αλλά και τη συµµετρική της 
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µε p≤0 που ενώνονται στα παραπάνω σηµεία. Λόγω όµως της µοναδικότητας των λύσεων, οι 
παραπάνω τροχιές δεν µπορούν να τέµνονται εγκάρσια αλλά να ενώνονται οµαλά και να 
αποτελούν ουσιαστικά την ίδια τροχιά. Άρα µια περατωµένη τροχιά του συστήµατος (21) 
είναι µια κλειστή τροχιά και, αφού το σύστηµα είναι αυτόνοµο, οφείλει να είναι περιοδική. 
Αν Τ είναι η περίοδος µιας περατωµένης τροχιάς ενέργειας Ε, τότε η κίνηση από τη θέση xmin 
έως τη θέση xmax, και αντίστροφα,  θα διαρκεί χρόνο t=T/2, οπότε από την ολοκλήρωση της 
σχέσης (26) (θυµίζουµε p=dx/dt), προκύπτει 

max

min

2
2( ( ))

x

x

dxT
E U x

=
−∫  (27) 

     
 
Παράδειγµα 3-1 
Θεωρούµε υλικό σηµείο m=1 που κινείται στον άξονα x υπό την δύναµη 

3 2 4F x x= + − x  (28) 
Το δυναµικό U και τα διαγράµµατα δύναµης και δυναµικού θα είναι 
 
In[1]:= f@x_D = x^3+x^2−4 x;

U@x_D = −Integrate@f@xD,xD
plot1= Plot@f@xD, 8x, −4, 4<, DisplayFunction→ IdentityD;
plot2= Plot@U@xD, 8x, −4, 4<, PlotRange−> 8−5, 10<, DisplayFunction→ IdentityD;
Show GraphicsArray plot1, plot2 , DisplayFunction→ $DisplayFunction  @ @8 <

Out[2]= 2x2−
x3

3
−
x4

4
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Θεωρούµε τροχιές για το επίπεδο ενέργειας Ε=1. Στην ενέργεια αυτή τα όρια των τροχιών 
προκύπτουν από την σχέση (25) η οποία µας δίνει 
In[6]:= <<Algebrà InequalitySolvè

domain= 1− U@xD ≥0;

InequalitySolve domain,x  @ D
Out[8]= x≤ Root@12− 24#12+ 4#13 +3#14 &, 1D»»

Root@12− 24#12+ 4#13 +3#14 &, 2D ≤ x≤ Root@12− 24#12 +4#13 +3#14 &, 3D»»
x≥ Root 12− 24#12+ 4#13 +3#14 &, 4   @ D

Παρατηρούµε ότι οι αριθµητικές τιµές των ορίων της κίνησης δίνονται µέσω των ριζών 
x1,x2,x3 και x4 του πολυωνύµου 12-24x2+4x3+3x4 (ή ισοδύναµα του πολυωνύµου 
P=1-U(x)) οι οποίες είναι οι  

In[9]:= NSolve@1− U@xD m 0,xD
Out[9]= x→ −3.5164 , x → −0.688266 , x → 0.796613 , x → 2.0747188 < 8 < 8 < 8 <<  
Άρα στο επίπεδο ενέργειας Ε=1 αντιστοιχούν τρεις τροχιές : 
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26 

In[1]:= H∗ Program−P31∗LH∗System force function∗L
f= x^3+x^2−4 x;

Energy= 1; H∗Constant energy level E=1∗L
U@x_D = −Integrate@f, xD; H∗The potential function∗LH∗The velocity function for positive values∗L
pp@x_D = Sqrt@2∗HEnergy−U@xDLD;H∗Dynamical System∗L
deq1= x'@tDm p@tD; deq2 = p'@tDm f ê. 8x→ x@tD<;
Print@"System : ", deq1," ", deq2DH∗Initial Conditions and Plot of points∗L
x10= −4.0; p10= pp@x10D; Print@"Trajectory 1, x10=",x10, " p10=", p10D
x20= −0.5; p20= pp@x20D; Print@"Trajectory 2, x20=",x20, " p20=", p20D
x30= 2.5; p30 = pp@x30D; Print@"Trajectory 3, x30=", x30, " p30=", p30D
InitCon= ListPlot@88x10, p10<, 8x20, p20<, 8x30, p30<<, PlotJoined→ False,

PlotStyle→ PointSize@0.03D, DisplayFunction→ IdentityD;H∗ Phase space trajectories for E=1 ∗L
sol1= NDSolve@8deq1, deq2,x@0Dm x10, p@0D m p10<, 8x, p<, 8t, −0.4, 0.5<D;
xt= x@tD ê.sol1@@1DD;pt = p@tD ê.sol1@@1DD;
trajectory1= ParametricPlot@8xt, pt<, 8t, −0.4, 0.5<, DisplayFunction→ IdentityD;
sol2= NDSolve@8deq1, deq2,x@0Dm x20, p@0D m p20<, 8x, p<, 8t, 0, 4<D;
xt= x@tD ê.sol2@@1DD;pt = p@tD ê.sol2@@1DD;
trajectory2= ParametricPlot@8xt, pt<, 8t,0,4<, DisplayFunction→ IdentityD;
sol3= NDSolve@8deq1, deq2,x@0Dm x30, p@0D m p30<, 8x, p<, 8t, −1, 0.5<D;
xt= x@tD ê.sol3@@1DD;pt = p@tD ê.sol3@@1DD;
trajectory3= ParametricPlot@8xt, pt<, 8t, −1, 0.5<, DisplayFunction→ IdentityD;H∗Vector Field∗L
<<Graphics̀ PlotField̀

vectorfield= PlotVectorField@8p, f<, 8x, −4.5,4.5<, 8p, −4.5, 4.5<, DisplayFunction→ IdentityD;H∗Total results∗L
Show@8InitCon, vectorfield, trajectory1, trajectory2, trajectory3<, Frame→ True,

AxesLabel→ 8"x", "p"<, PlotRange→ 88−5,5<, 8−5, 5<<, DisplayFunction→ $DisplayFunctionD;
System : x�@tD == p@tD p�@tD == −4x@tD + x@tD2+ x@tD3
Trajectory 1, x10=−4. p10=4.83046

Trajectory 2, x20=−0.5 p20=0.97361

Trajectory 3, x30=2.5 p30=2.63589
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1η τροχιά   x≤-3.5164 (ανοιχτή) 
2η τροχιά   -0.688266≤x≤0.796613 (κλειστή-περιοδική) 
3η τροχιά   x≥2.07471 (ανοιχτή) 
 
    Για να σχεδιάσουµε τρεις αντιπροσωπευτικές τροχιές για Ε=1, επιλέγουµε τρεις αρχικές 
τιµές για τη θέση x και προσδιορίζουµε την ταχύτητα p από τη σχέση (26) (µε θετικό ή 
αρνητικό πρόσηµο). Υπολογίζουµε τις φασικές τροχιές επιλύνοντας τα τρία αντίστοιχα 
προβλήµατα αρχικών τιµών αριθµητικά µε την NDSolve (γιατί δεν χρησιµοποιείται η 
DSolve;) µέσα σε χρονικά διαστήµατα τα οποία θα πρέπει να πληρούν τα παρακάτω 
κριτήρια: 
1. Οι ανοιχτές τροχιές φεύγουν πολύ γρήγορα προς το άπειρο και για αυτό το λόγο τα 
χρονικά διαστήµατα επίλυσης πρέπει να είναι σχετικά µικρά. Σε µεγάλα διαστήµατα, η 
αριθµητική επίλυση αποτυγχάνει λόγω των πολύ µεγάλων αριθµών που παίρνουν οι 
µεταβλητές του συστήµατος. 
2. Το χρονικό διάστηµα εκτείνεται και σε αρνητικές τιµές για να διαπιστώσουµε από που 
έρχεται η τροχιά και να σχεδιάσουµε ολοκληρωµένα τη φασική καµπύλη.  
3. Για τις κλειστές τροχιές, αρκεί ένα διάστηµα ολοκλήρωσης µέσα στο οποίο να κλείνει η 
τροχιά.  

Η φορά εξέλιξης των τροχιών υποδηλώνεται από το διανυσµατικό πεδίο του συστήµατος. Τα 
παραπάνω υλοποιούνται στο πρόγραµµα Ρ31.  

     Η κλειστή τροχιά, για αρχικές συνθήκες x10= -0.5 και p10≈0.97361 (E=1),  επεκτείνεται 
στο διάστηµα [xmin,xmax], όπου τα όρια αυτά αντιστοιχούν σε p=0. Mέσω της σχέσης (25) 
µπορούν να προκύψουν ως ρίζες της 1-U(x)=0 για τις οποίες, όπως  βρήκαµε παραπάνω, 
έχουµε xmin≈-0.688266 και  xmax≈0.796613. Έτσι η περίοδος της τροχιάς της συγκεκριµένης 
τροχιάς µπορεί να υπολογιστεί  από τη σχέση (27) 
 

In[3]:= U= 2x2−
x3

3
−
x4

4
; Energy =1;

T= 2∗NIntegrate@1êSqrt@2 HEnergy− ULD, 8x, −0.688266,0.796613<D
Out[4]= 3.3912  
    
Ασκηση 3.1. Για τις τρείς αρχικές συνθήκες του παραδείγµατος 3.1 υπολογίστε το χρόνο στον 
οποίο η τροχιά θα  περάσει (ή έχει περάσει) από τον άξονα p=0. Για την κλειστή τροχιά 
έχουµε p=0 για x=xmin και x=xmax.  
 
Ασκηση 3.2. Για το σύστηµα του παραδείγµατος 3.1, υπολογίστε το διάγραµµα «θέση-
Περίοδος» (x10-T) για τις τροχιές µε αρχικές συνθήκες:  x10 στο διάστηµα  [xmin,xmax], όπου 
ορίζονται οι κλειστές τροχιές, και p10=0. 
 
 
 
 
3.3. Σηµεία ισορροπίας και ευστάθεια 
Σύµφωνα µε τον ορισµό της παραγράφου 2.4, τα σηµεία ισορροπίας προκύπτουν από τη λύση 
του συστήµατος 
 0 , ( ) 0p f x= =  (29) 
∆ηλαδή τα σηµεία ισορροπίας αντιστοιχούν πάντα σε µηδενική ταχύτητα και στις θέσεις 
όπου η συνάρτηση «δύναµης» f µηδενίζεται ή ισοδύναµα στα ακρότατα της συνάρτησης  
δυναµικού U.  

Παράδειγµα 3-2α 
Τα σηµεία ισορροπίας του συστήµατος του παραδείγµατος (3-1) θα είναι : 
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In[1]:= f= x^3+ x^2− 4 x;

Solve@fm 0, xD
Out[2]= :8x → 0<, :x →

1

2
I−1−

è 17 M>, :x →
1

2
I−1 +

è 17 M>>
  ή αριθµητικά 

In[3]:= NSolve@fm 0, xD
Out[3]= x→ −2.56155 , x → 0. , x→ 1.5615588 < 8 < 8 <<

)

 
  
Έστω x0 ένα σηµείο ισορροπίας, οπότε x(t)=x0=σταθ. και p=0, ∀t. Σύµφωνα µε τη µέθοδο 
διαταραχών, θεωρούµε µια κοντινή τροχιά στο σηµείο ισορροπίας που την περιγράφουµε µε 
την σχέση  
  (30) 0( ) ( ), ( ) ( ), (| (0) | | (0) | 1)x t x x t p t p t x p= + ∆ = ∆ ∆ + ∆ �
Η αποµάκρυνση ή όχι της παραπάνω τροχιάς από το σηµείο ισορροπίας εξαρτάται από την 
εξέλιξη των ποσοτήτων ∆x και ∆p στο χρόνο. Αν αντικαταστήσουµε τις σχέσεις (30) στο 
δυναµικό σύστηµα (21) θα πάρουµε 
 0, (x p p f x∆ = ∆ ∆ = + ∆� � x  
και αναπτύσσοντας την f(x0+∆x) σε σειρά Taylor µέχρι πρώτης τάξης, παίρνουµε το 
γραµµικό σύστηµα 

 
0

, ,
x

dfx p p k x k
dx

∆ = ∆ ∆ = ∆ =� �  (31) 

Η χρονική εξέλιξη των ∆x και ∆p δίνεται από την (31) στην οποία έχουµε δύο ποιοτικά 
διαφορετικές καταστάσεις. 

Για k<0 το σύστηµα (31) είναι το σύστηµα του αρµονικού ταλαντωτή που 
µελετήσαµε στο παράδειγµα 2-1, και το οποίο µας δίνει περατωµένες φασικές τροχιές ∆p2 
+k∆x2=σταθ.(<<1) και το φασικό πορτρέτο έχει τη µορφή του σχήµατος 1α.  Για k>0 η (31) 
µας δίνει τις ανοιχτές φασικές τροχιές  ∆p2-k∆x2=σταθ. (υπερβολές) και το φασικό πορτρέτο 
έχει τη µορφή του σχήµατος 1β. Εκτός από την οικογένεια των υπερβολικών φασικών 
καµπύλων έχουµε και τις «ασύµπτωτες» ευθείες ∆p=±k|∆x| στα τέσσερα τεταρτηµόρια του 
επιπέδου των φάσεων x-p.  

(α) (β)

 
Σχήµα 4 Φασικό πορτρέτο για το σύστηµα (31) α) k<0 – αρµονικός ταλαντωτής και ευστάθεια  β) k>0 
– σύστηµα «απωστικών δυνάµεων» και αστάθεια.  

Από το σχήµα 1 παρατηρούµε ότι για k=(df/dx)x0 <0 οι κινήσεις γύρω από το σηµείο 
ισορροπίας x0 είναι περατωµένες (δηλαδή τροχιές που ξεκινούν κοντά στο σηµείο ισορροπίας  
παραµένουν κοντά σε αυτό) και το σηµείο ισορροπίας χαρακτηρίζεται ως γραµµικά 
ευσταθές.  Για k>0, γύρω από το σηµείο ισορροπίας οι φασικές τροχιές είναι ανοιχτές 
(δηλαδή τροχιές που ξεκινούν κοντά στο σηµείο ισορροπίας  φεύγουν µακριά από αυτό µε το 
χρόνο) και το σηµείο χαρακτηρίζεται ως γραµµικά ασταθές.  Επίσης παρατηρούµε ότι κατά 
µήκος των ασύµπτωτων ευθειών στο 2ο και στο 4ο τεταρτηµόριο η κίνηση, για t→∞, 
προσεγγίζει το σηµείο ισορροπίας, ενώ στο 1ο και στο 3ο τεταρτηµόριο, οι τροχιές 
αποµακρύνονται  από το σηµείο ισορροπίας για t→∞ (ή ισοδύναµα, το προσεγγίζουν για t→-
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∞). Έτσι οι ασύµπτωτες ευθείες σχηµατίζουν στην ευσταθή  (p=-k(x-x0) και την ασταθή 
(p=k(x-x0) διεύθυνση για το ασταθές σηµείο ισορροπίας.  Για κάθε σύστηµα ενός βαθµού 
ελευθερίας ο φασικός χώρος κοντά στα σηµεία ισορροπίας του πρέπει να είναι τοπολογικά 
όµοιος µε αυτόν  των σχηµάτων 1α και 1β ανάλογα µε το είδος της ευστάθειας η οποία 
υπολογίζεται άµεσα από την σχέση (31) µε τον προσδιορισµό της σταθεράς k. Από την ίδια 
σχέση µπορούµε να διαπιστώσουµε ότι τα ευσταθή σηµεία ισορροπίας αντιστοιχούν σε 
ελάχιστα του δυναµικού U(x), ενώ τα ασταθή σε µέγιστα. Έτσι πάνω στον άξονα των x , στη 
περίπτωση ύπαρξης 2 ή περισσοτέρων σηµείων ισορροπίας, το είδος της ευστάθειας 
εναλλάσσεται. Για k=0, η ευστάθεια κρίνεται γραµµικά κρίσιµη και η γενικότερη 
συµπεριφορά των λύσεων γύρω από το σηµείο ισορροπίας εξαρτάται από τους µη 
γραµµικούς όρους της σειράς Taylor του συστήµατος. 
 
Άσκηση 3.3. Να βρεθεί η λύση x(t), p(t) του συστήµατος (31) (όπου θέτουµε ∆x=x και ∆p=p) 
για k>0 και κατά µήκος των ασύµπτωτων ευθειών. 
    
Παράδειγµα 3-2β.  
 Θα µελετήσουµε την ευστάθεια των σηµείων ισορροπίας του συστήµατος του 
παραδείγµατος 3-1. Από την σχέση (31) βρίσκουµε k=3x0

2+2x0-4, όπου x0 η θέση του υπό 
µελέτη σηµείου  ισορροπίας τα οποία βρέθηκαν στο παράδειγµα 3-2α. Το πρόσηµο του k θα 
καθορίσει το είδος της ευστάθειας. Με τους παρακάτω υπολογισµούς διαπιστώνουµε ότι για 
x=0 έχουµε  ευσταθές σηµείο ισορροπίας, ενώ τα άλλα δύο είναι ασταθή. 
  
In[1]:= f= x^3+ x^2− 4 x;

X0= NSolve@fm 0, xD
k@x_D = D@f, xD
x01= xê. X0@@1DD; x02 = x ê. X0@@2DD; x03= xê. X0@@3DD;
Print@"1st Equilibrium point x0=", x01, " Stability Index k=", k@x01DD
Print@"2nd Equilibrium point x0=", x02, " Stability Index k=", k@x02DD
Print@"3rd Equilibrium point x0=", x03, " Stability Index k=", k@x03DD

 
Out[2]= x→ −2.56155 , x → 0. , x→ 1.56155  88
Out[3]= −4+ 2x+3x2  

< 8 < 8 <<
1st Equilibrium point x0=−2.56155 Stability Index k=10.5616

2nd Equilibrium point x0=0. Stability Index k=−4.

3rd Equilibrium point x0=1.56155 Stability Index k=6.43845  
 
 
 
3.4. ∆ιακλαδώσεις σηµείων ισορροπίας 
Σε πολλές περιπτώσεις το σύστηµα το οποίο µελετούµε ενδέχεται να περιέχει µια ή 
περισσότερες παραµέτρους που καθορίζουν την εξέλιξη του συστήµατος. Η αλλαγή των 
τιµών αυτών των παραµέτρων γενικά επηρεάζει την συµπεριφορά του συστήµατος µε την 
εµφάνιση ή εξαφάνιση σηµείων ισορροπίας ή µε την αλλαγή της ευστάθειάς τους. Παρακάτω 
θα θεωρήσουµε για λόγους απλότητας ένα µονοπαραµετρικό σύστηµα  
  (32) , ( ; )x p p f x a a= = ∈� � R
όπου το α συµβολίζει την παράµετρο του συστήµατος. Είναι φανερό ότι οι ρίζες της 
εξίσωσης f(x,a)=0, που αποτελούν τα σηµεία ισορροπίας του συστήµατος εξαρτώνται από 
την εκάστοτε τιµή της σταθεράς α. Έτσι οι θέσεις των σηµείων ισορροπίας x0=x0(a) 
σχηµατίζουν οικογένειες καµπύλων στο επίπεδο (α-x0) που σχηµατίζουν το διάγραµµα 
διακλαδώσεων. Οι παραπάνω καµπύλες είναι τόσες όσες και τα σηµεία ισορροπίας του 
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συστήµατος. Αν για κάποια τιµή α=α* ο αριθµός των σηµείων ισορροπίας αλλάζει, το σηµείο 
αυτό στο διάγραµµα (α-x0) ονοµάζεται σηµείο διακλάδωσης.  
Παράδειγµα 3-3 
Θεωρούµε το σύστηµα µε συνάρτηση δύναµης 
 3 2 ,f x x ax a= + − ∈R  (33) 
Το σύστηµα (28) αποτελεί µια υποπερίπτωση του (33) στο οποίο πλέον έχουµε την 
πραγµατική παράµετρο α η οποία καθορίζει τη συµπεριφορά των λύσεων.  

α) αναλυτική προσέγγιση  

Τα σηµεία ισορροπίας εξαρτώνται από την παράµετρο α και θα προκύψουν από τη λύση της 
f=0: 

In[1]:= f= x^3+ x^2−a∗x; EqPoint =Solve@fm 0,xD
Out[1]= :8x→ 0<, :x→

1

2
I−1−

è
1+ 4aM>, :x →

1

2
I−1+

è
1+ 4aM>>

 
Παρατηρούµε ότι έχουµε το σηµείο x10=0 σηµείο ισορροπίας για κάθε τιµή του α. Αντίθετα 
τα άλλα σηµεία ισορροπίας x20 και x30 εµφανίζονται για α>-1/4 οπότε για α=α*=-1/4 έχουµε 
ένα σηµείο διακλάδωσης. Η ευστάθειά τους θα καθοριστεί από τον δείκτη ευστάθειας 
k=df/dx|x0. Για το κάθε σηµείο έχουµε τους δείκτες: 
In[2]:= k= D@f,xD;H∗Stability index∗L

k1= kê. EqPoint@@1DD;k2 =k ê.EqPoint@@2DD;k3= kê. EqPoint@@3DD;
Print@"k1=",k1," k2=",k2," k3=",k3D
k1=−a k2=−1− a−

è
1+ 4a +

3

4
−1−

è
1+ 4a

2
k3=−1−a+

è
1+ 4a +

3

4
−1+

è
1+4a

2

 
I M I M

Άµεσα βλέπουµε ότι το σηµείο ισορροπίας x10=0 είναι ασταθές για α<0 και ευσταθές για α>0. 
Για τα σηµεια x20 και x30 επιλύουµε τις ανισότητες k2>0 και k3>0 (έλεγχος αστάθειας) 
In[5]:= <<Algebrà InequalitySolvè

InequalitySolve@k2> 0, aD
InequalitySolve k3> 0, a@ D  

Out[6]= a > −
1

4  
Out[7]= a> 0 
Έχουµε λοιπόν ότι το σηµείο x20, στο διάστηµα α>-1/4 που ορίζεται, είναι πάντα ασταθές ενώ 
το x30 είναι ασταθές στο διάστηµα α>0 και συνεπώς ευσταθές στο διάστηµα –1/4<α<0. ‘Αρα 
και στο σηµείο 0 έχουµε αλλαγή της ευστάθειας και το σηµείο α=α*=0 µπορεί να 
χαρακτηριστεί επίσης ως σηµείο διακλάδωσης. Το διάγραµµα διακλαδώσεων (παρουσιάζεται 
στο σχήµα 2α στο οποίο τα ευσταθή σηµεία παρουσιάζονται µε έντονη γραµµή) προκύπτει 
τελικά από τον κώδικα  
 
x10= xê. EqPoint@@1DD; x20 =x ê.EqPoint@@2DD; x30= xê. EqPoint@@3DD;
gr1= Plot@x10, 8a, −2,0<, DisplayFunction→ IdentityD;
gr2= p2= Plot@x10, 8a,0,4<,PlotStyle→ 8Thickness@0.01D<, DisplayFunction→ IdentityD;
gr3= Plot@x20, 8a, −1ê4,4<, DisplayFunction→ IdentityD;
gr4= Plot@x30, 8a, −1ê4,0<,PlotStyle→ 8Thickness@0.01D<, DisplayFunction→ IdentityD;
gr5= Plot@x30, 8a,0,4<, DisplayFunction→ IdentityD;
Show@8gr1,gr2,gr3,gr4,gr5<, Frame→ True, FrameLabel→ 8"a","Xo"<,Axes→ False,

DisplayFunction→ $DisplayFunctionD  
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(α) (β)

 
Σχήµα 5. ∆ιαγράµµατα διακλάδωσης για το σύστηµα   α) αναλυτική προσέγγιση β) αριθµητική 
προσέγγιση. 

 
β) Αριθµητική προσέγγιση 
Στην περίπτωση που η συνάρτηση f παρουσιάζει πολυπλοκότητα που δεν µας επιτρέπει να 
προχωρήσουµε στην ανάλυση που περιγράψαµε παραπάνω, τότε προχωρούµε στην 
αριθµητική ανάλυση των σηµείων ισορροπίας ακολουθώντας την παρακάτω διαδικασία. 

1. Ορίζουµε ένα διάστηµα τιµών [ αmin,αmax] της παραµέτρου α του συστήµατος και ένα βήµα 
∆α και µελετούµε το σύστηµα για κάθε συγκεκριµένη τιµή  της παραµέτρου 
α=αmin+n∆α≤αmax, n=1,2,.. . 
2. Για κάθε α βρίσκουµε αριθµητικά τα σηµεία ισορροπίας µε την NSolve ή την 
FindRoot. Σηµειώνουµε ότι η FindRoot (µέθοδος Newton-Raphson) επιστρέφει µία 
µόνο ρίζα ανάλογα µε την αρχική τιµή που της δίνουµε. Έτσι πρέπει η FindRoot να 
εκτελεστεί για αρχικές τιµές που βρίσκονται «κοντά» στις ρίζες ώστε να εντοπιστούν όλες οι 
λύσεις. Στην περίπτωση της Νsolve θα πρέπει να απορρίπτουµε τις µιγαδικές λύσεις που 
προκύπτουν.  
3. Για τις πραγµατικές ρίζες x0 που βρέθηκαν παραπάνω υπολογίζουµε τον δείκτη ευστάθειας 
k και καταχωρούµε το σηµείο (α,x0)   ανάλογα την ευστάθειά του σε µια λίστα (πχ την L1 για 
τα ευσταθή και την L2 για τα ασταθή). 
4. Επαναλαµβάνουµε την διαδικασία 2 και 3 για όλες τις διακριτές τιµές της παραµέτρου α 
και σχεδιάζουµε τα σηµεία της λίστας L1 και L2.  

Ένα παράδειγµα της παραπάνω διαδικασίας δίνεται µε το παρακάτω πρόγραµµα, το 
αποτέλεσµα του οποίου παρουσιάζεται στο σχήµα 2β. 
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 H∗Biffurcation Diagram ∗L
Clear@"Global`∗"D
amin = −2; amax = 4; da = 0.1; H∗Interval of study amin<a<amax, da=Step∗L
f@x_, a_D := x^3 + x^2 −a ∗x; H∗System function∗L
k@x_, a_D := Evaluate@D@f@x, aD, xDD ; H∗Stability index∗L
a = amin

ll1 = 8<; H∗list for storing Ha,x0L data for stable points k<0∗L
ll2 = 8<; H∗list for storing Ha,x0L data for unstable points k>0∗L
While@a < amax,8
a = a+ da;

X0 = NSolve@f@x, aD m 0, xD;
n = Length@X0D;
For@i = 1, i ≤ n, i = i + 1,8x0 = x ê. X0@@iDD;
stability = 1;

If@Im@x0D m 0, 8stability = k@x0, aD;
If@stability < 0, AppendTo@ll1, 8a, x0<D, AppendTo@ll2, 8a, x0<DD;<D<D<D

plot1 = ListPlot@ll1, PlotJoined→ False, PlotStyle −> PointSize@0.02D,
Frame→ True, DisplayFunction→ IdentityD;

plot2 = ListPlot@ll2, PlotJoined→ False, PlotStyle −> PointSize@0.015D,
Frame→ True, DisplayFunction→ IdentityD;

Show@8plot1, plot2<, Axes→ False, FrameLabel → 8"a", "Xo"<,
DisplayFunction→ $DisplayFunctionD

3.5. Φασικά διαγράµµατα 
 
Στο δισδιάστατο χώρο φάσεων των συστηµάτων της µορφής (21) οι φασικές τροχιές 
αποτελούν καµπύλες της µορφής F(x,y)=σταθ., ανοιχτές ή κλειστές, ενώ τα σηµεία 
ισορροπίας αποτελούν µεµονωµένα σηµεία πάνω στον άξονα των θέσεων x. Όπως ήδη 
αναφέραµε στη προηγούµενη παράγραφο, οι φασικές καµπύλες κοντά στα σηµεία ισορροπίας 
θα έχουν  τη µορφή αυτή των σχηµάτων 1α ή 1β. Μακρύτερα από αυτές τις περιοχές ή στην 
περίπτωση κρίσιµης ευστάθειας οι φασικές καµπύλες προκύπτουν από την αναλυτική ή την 
αριθµητική λύση των εξισώσεων του συστήµατος και οι ασυµπτωτικές ευσταθείς και 
ασταθείς «ευθείες» που ξεκινούν από τα ασταθή σηµεία συνεχίζουν σε καµπύλες και 
ονοµάζονται ευσταθείς και ασταθείς πολλαπλότητες αντίστοιχα  . Γενικά η αναλυτική λύση 
µπορεί να µην είναι διαθέσιµη ή να είναι αρκετά πολύπλοκη ώστε να µπορούµε άµεσα να 
κατανοήσουµε την δυναµική του συστήµατος. Έτσι, επιλέγουµε συνήθως την αριθµητική 
ολοκλήρωση οι οποία θα πρέπει να γίνεται για αντιπροσωπευτικές τροχιές που να 
αποκαλύπτουν όλα τα χαρακτηριστικά της δυναµικής του συστήµατος. Με αυτή την έννοια 
το φασικό πορτρέτο θα πρέπει να υποδεικνύει τη θέση των σηµείων ισορροπίας, την 
ευστάθειά τους και τις περιοχές των ανοιχτών ή κλειστών τροχιών. 
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Σχήµα 6. Φασικό διάγραµµα του συστήµατος (33) για α=1. 

 
Με το κώδικα του προγράµµατος “PhSpace2”  µπορούµε να δηµιουργούµε τα 

φασικά πορτρέτα δισδιάστατων συστηµάτων.  Στον κώδικα εισάγουµε τα ακόλουθα 
δεδοµένα: 

Πεδίο “Graphics Box”:  ορισµός του χώρου γραφικών του φασικού διαγράµµατος 
(GX1=xmin,GX2=xmax,GY1=ymin,GY2=ymax) 
Πεδίο “System parameters”: εισάγουµε τις τιµές των παραµέτρων του συστήµατος. 
Πεδίο “Vector field…”: εισάγουµε τις συναρτήσεις f1 και f2 του συστήµατος σε 
µεταβλητές x1 και x2. 
Πεδίο “Initial Conditions and …”: εισάγουµε στη λίστα L0 τα στοιχεία 
{x10,x20,tmin,tmax}, όπου  x10,x20 οι αρχικές συνθήκες για t=0 και tmin-
tmax το χρονικό διάστηµα της ολοκλήρωσης. Εισάγουµε τα παραπάνω στοιχεία για κάθε 
τροχιά που θέλουµε να ολοκληρώσουµε.  

 Στη συνέχεια το πρόγραµµα δηµιουργεί το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων και για 
κάθε στοιχείο της λίστας αρχικών συνθηκών L0 ολοκληρώνει αριθµητικά το σύστηµα, 
δηµιουργεί τη φασική τροχιά και την τοποθετεί σε πίνακα. Στο τέλος σχεδιάζονται όλες οι 
τροχιές του παραπάνω πίνακα.  
 Στη λίστα του προγράµµατος έχουµε εισάγει και µελετούµε το σύστηµα (33) για α=1. Το 
φασικό διάγραµµα που παράγεται παρουσιάζεται στο σχήµα 6. Υπενθυµίζουµε ότι, καθώς ο 
χρόνος αυξάνεται οι τροχιές διαγράφονται από αριστερά προς τα δεξιά για p=x2>0 και 
αντίστροφα για p=x2<0. Για το συγκεκριµένο φασικό διάγραµµα µπορούµε να 
παρατηρήσουµε τα εξής: 

1. Το σηµείο ισορροπίας (0,0) είναι ευσταθές και περικλείεται από κλειστές-περιοδικές 
τροχιές.  

2. Υπάρχουν δύο ασταθή σηµεία ισορροπίας στις θέσεις x≈-1.62 και  x≈0.62. Στο πρώτο 
σηµείο αντιστοιχούν ευσταθείς και ασταθείς πολλαπλότητες που έρχονται και 
φεύγουν από/στο άπειρο, αντίστοιχα. Αντίθετα στο δεύτερο σηµείο µία ευσταθής 
πολλαπλότητα έρχεται από το άπειρο και µία ασταθής φεύγει στο άπειρο, ενώ οι 
άλλες δύο (µία ευσταθής και µία ασταθής) ενώνονται οµαλά περικλείοντας την 
περιοχή των κλειστών τροχιών. 

3. Όλες οι ασταθείς πολλαπλότητες χωρίζουν το χώρο φάσεων σε 6 περιοχές στις 
οποίες οι φασικές τροχιές παρουσιάζουν ποιοτικά διαφορετική εξέλιξη καθώς tö∞ 
ή tö-∞. 
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 H*PhSpace2 : PHASE SPACE for 2 x2 SYSTEMS

x1'=f1 Hx1,x2L x2'=f2 Hx1,x2L*L
Clear@"Global̀ ∗"D;H∗Graphics Box∗L
GX1= −3; GX2= 3; GY1 = −2; GY2 =2;H∗SYSTEM PARAMETERS∗L
a= 1;H∗ in x1,x2 variables∗L
f1= x2;

f2= x1^3+x1^2−ax1;H∗−−−−−−−−−− Initial Conditions and Integration interval −−−−∗L
L0= 88−2.5, 0, −4, 4<, 8−2, 0, −4, 4<, 8−1.65, 0, −4, 4<, 8−1.6, 0, −5, 5<,8−1, 0, −3, 3<, 8−0.5, 0, −5, 5<, 8−0.2, 0, −5, 5<, 80.61, 0, −8, 8<, 80.63, 0, −4, 4<,81, 0, −1, 1<, 81.5, 0, −1, 1<, 82, 0, −1, 1<, 82.5, 0, −1, 1<,

−1.5,1, −4,4 , −1.5, −1, −4,4 , −1.5,1.3, −4, 4 , −1.5, −1.3, −4,4 ;HH∗right parts − ODE system∗L
def1= f1ê. 8x1→ x1@tD, x2→ x2@tD<;deq1 =x1'@tDm def1;

def2= f2ê. 8x1→ x1@tD, x2→ x2@tD<;deq2 =x2'@tDm def2;

"SYSTEM OF DIFFERENTIAL EQUATIONS" ;Print deq1, " ", deq ;H −H∗−−−−−−−−−−−−−−− Run and create trajectories−−−−−−−− −−−−−−∗L
LN0= Length@L0D; H∗Number of Initial Conditions∗L
For@i= 1, i≤ LN0, i++, 8
x10= L0@@i, 1DD;x20 = L0@@i, 2DD; H∗Initial Contitions∗L
t1= L0@@i, 3DD; t2 = L0@@i, 4DD; H∗integration interval t1<t<t2∗L
sol= NDSolve@8deq1, deq2,x1@0Dm x10,x2@0D m x20<, 8x1, x2<, 8t, t1, t2<D;
xt1= x1@tD ê. sol@@1DD;
xt2= x2@tD ê. sol@@1DD;
traj@iD = ParametricPlot@8xt1, xt2<, 8t, t1, t2<, PlotRange→ 88GX1, GX2<, 8GY1, GY2<<,
DisplayFunction→ IdentityD<D H∗end For∗LH∗ Put all plots in a table ∗L

AllTrajectories= Table@traj@iD, 8i, 1, LN0<D;H∗Plot all trajectories∗L
Show@AllTrajectories, Frame→ True, FrameLabel→ 8"x1", "x2"<, DisplayFunction→ $DisplayFunctionD;
Print@"Phase Space , Number of Trajectories=", LN0D;

 

VECTOR FIELD OF THE SYSTEM

8 < 8 < 8 < 8 <<
∗ −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− DIFFERENTIAL EQUATIONS −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− ∗L
Print@ D @ 2D

∗ −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− PHASE SPACE −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− −− ∗L
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 Κεφάλαιο 4ο 
Γραµµική προσέγγιση γύρω από σηµεία ισορροπίας.   
 
 
4.1 Γραµµικά συστήµατα διαφορικών εξισώσεων 
 
Η µελέτη της ευστάθειας των σηµείων ισορροπίας ενός αυτόνοµου συνεχούς δυναµικού 
συστήµατος ξεκινά µε τη µελέτη της συµπεριφοράς των λύσεων του γραµµικοποιηµένου 
συστήµατος. Αν  
 ( ), , 1, ,i i jx f x i j n= =� …  (34) 

είναι ένα εν γένει µη γραµµικό σύστηµα µε σηµείο ισορροπίας το { }10 20 0* , , , nx x x x= … για 
το οποίο (βλ. 2.4) 
 0( )i jf x 0= . 
Γραµµικοποιούµε το παραπάνω σύστηµα γύρω από τη λύση ισορροπίας *x , δηλαδή θέτουµε 
 0 , | | 1 1,..,i i i ix x z z i= + ∀ =� n  
έτσι ώστε, αναπτύσσοντας κατά Taylor, 

 2
0 0

1

( ) ( ) ( ) (
n

i
i j i j j k

k k

ff x f x x z O
x

)ξ
=

∂
= + +

∂∑  

και εφαρµόζοντας το παραπάνω ανάπτυγµα στο σύστηµα (34) παίρνουµε το σύστηµα  

 0
1

( ) , 1,..,
n

i
i j k

k k

fz x z i
x=

∂
=

∂∑� n= . (35) 

Το σύστηµα (35) είναι αυτόνοµο, µια και οι εξισώσεις δεν περιέχουν άµεσα το χρόνο. Είναι 
επίσης µε σταθερούς συντελεστές µια και οι παράγωγες των if   υπολογίζονται στο σηµείο 
ισορροπίας *x . Το σηµείο *x  ονοµάζεται γραµµικά ευσταθές, αν όλες οι λύσεις του 
γραµµικού συστήµατος (35) είναι περατωµένες για κάθε . Εποµένως η µελέτη της 
γραµµικής ευστάθειας γύρω από ένα σηµείο ισορροπίας ανάγεται στη µελέτη ενός γραµµικού 
συστήµατος µε σταθερούς συντελεστές, το οποίο µπορεί να γραφεί στη µορφή 

0>t
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1 1 1
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 
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 ∂ ∂ ∂ ∂ 

x Ax
A
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. (36) 

Το παραπάνω σύστηµα έχει ένα σηµείο ισορροπίας, το =x 0  ή   για κάθε 
, και µόνο αυτό, όταν ο πίνακας  δεν έχει µηδενικές ιδιοτιµές, δηλαδή όταν 

είναι αντιστρέψιµος.  

0ix =
1, ,i = … n A

 
Παράδειγµα 4-1.  
Θα βρούµε το γραµµικοποιηµένο σύστηµα γύρω από ένα  σηµείο ισορροπίας του συστήµατος 
 2

1 1 1 2 2 2, 1x x x x x x x= + = +� �  (37) 
Τα σηµεία ισορροπίας του είναι 

In[38]:= f1= x1+x1∗x2; f2= x2+x1^2;

eqp= NSolve@8f1m 0,f2m 0<, 8x1,x2<D
Out[39]= 88 < 8 < 8 <<x2→ −1., x1 → −1. , x2 → −1., x1 → 1. , x2 → 0., x1→ 0.  
Έχουµε λοιπόν τρία σηµεία ισορροπίας. Για την ανάπτυξη των συναρτήσεων f1 και f2 γύρω 
από ένα σηµείο ισορροπίας x*=(x10,x20) ακολουθούµε την διαδικασία: 1)  Κάνουµε την 
αντικατάσταση xi=xi0+zi (i=1,2),  2) Αναπτύσσουµε σε σειρά (Series) τις f1 και f2  µέχρι 
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όρους 1ης τάξης ως προς z1 και z2  και αντικαθιστούµε στα  xi0 τις τιµές για το συγκεκριµένο 
σηµείο ισορροπίας (Χρησιµοποιούµε τις εντολές Normal και ExpandAll για να 
αποκόψουµε τα σύµβολα για τους όρους ανώτερης τάξης και να πάρουµε το ανάπτυγµα σε 
µονώνυµα µε όρους z1,z2 και z1z2. 3) Οι όροι z1,z2 είναι ουσιαστικά 2ης τάξης αλλά το 
Mathematica θεωρεί τις δύο µεταβλητές ανεξάρτητες και αναπτύσσει τη σειρά πρώτα ως 
προς την µια και στη συνέχεια ως προς την άλλη. Έτσι πρέπει να κάνουµε την αντικατάσταση 
z1z2ö0. 

Πχ, για το 2ο σηµείο  x*=(1,-1) έχουµε 
In[45]:= x10= 1; x20 = −1;

s1= Normal@Series@f1ê. 8x1→ x1+z1,x2→ x2+z2<, 8z1,0, 1<, 8z2,0,1<DD ê.8x1→ x10,x2→ x20< êê Expand;
s2= Normal@Series@f2ê. 8x1→ x1+z1,x2→ x2+z2<, 8z1,0, 1<, 8z2,0,1<DD ê.8x1→ x10,x2→ x20< êê Expand;
s1= s1ê. 8z1z2→ 0<; s2 =s2 ê.8z1z2→ 0<;
Print@"Linear System z1'=",s1," z2'=",s2D  

Linear System z1'=z2 z2'=2z1+ z2  
Ο πίνακας του γραµµικοποιηµένου συστήµατος είναι ο Α={{0,1},{2,1}} ο οποίος φυσικά θα 
µπορούσε να εξαχθεί άµεσα από τον τύπο (35) 

In[58]:= a11= D@f1, x1D ê. 8x1→ x10, x2→ x20<; a12 = D@f1, x2D ê. 8x1→ x10,x2→ x20<;
a21= D@f2, x1D ê. 8x1→ x10, x2→ x20<; a22 = D@f2, x2D ê. 8x1→ x10,x2→ x20<;
A= MatrixForm a11, a12 , a21, a22  @88

0 1
Out[60]//MatrixForm

2 1
 

=  
 

 

< 8 <<D
 
 
4.2. Λύση του Γραµµικού συστήµατος 
 
 Θα ασχοληθούµε µε τη λύση του γραµµικού συστήµατος (36). Ορίζουµε το εκθετικό 
ενός πίνακα  ως εξής A
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= + + + + = ∑A A A AI A " . 

Αποδεικνύεται ότι η παραπάνω σειρά συγκλίνει για κάθε πίνακα . Παρατηρήστε ότι A
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Συνεπώς οι λύσεις του γραµµικού συστήµατος (36) θα είναι 
 , (38) ( ) tt e= A

0x x
όπου x0=(x10,..,xn0) οι αρχικές συνθήκες,  αφού 

( )t td e e
dt

= = =A A
0 0x x A x� .Ax  

 
 

4.3. Γραµµικά συστήµατα 2 διαστάσεων µε σταθερούς συντελεστές 
 

‘Ένα γραµµικό σύστηµα 2 διαστάσεων µε σταθερούς συντελεστές θα είναι της γενικής 
µορφής  

 1 11 1 12 2 1 11 12

2 21 1 22 2 2 21 22

η , ,
x a x a x x a a
x a x a x x a a

= +   ′ = = =  = +   
x Ax x A

�
�

�




 (39) 

όπου aij πραγµατικές σταθερές. Η γενική λύση του παραπάνω συστήµατος µπορεί να βρεθεί  
µε το MATHEMATICA αλλά είναι αρκετά πολύπλοκη. 
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In[3]:= deq1= x1'@tDm a11x1@tD +a12x2@tD; deq2 =x2'@tD m a13x1@tD +a14x2@tD;
sol= DSolve deq1,deq2 , x1 t , x2 t ,t@8 < 8 @ D @ D< D  

 

x1@tD →
ikik−a11Æ

1
2
ika11+a14−

"
a112+4a12a13−2a11a14+a142

y{t + a14Æ
1
2
ika11+a14−

"
a112+4a12a13−2a11a14+a142

y{t+

" a112+ 4a12a13− 2a11a14+ a142 Æ
1
2
ika11+a14−

"
a112+4a12a13−2a11a14+a142

y{t+

..... 

x2@tD → −

a13
ikÆ

1
2
ika11+a14−

"
a112+4a12a13−2a11a14+a142

y{t− Æ
1
2
ika11+a14+

"
a112+4a12a13−2a11a14+a142

y{ty{ C@1Dèa112 + 4a12a13− 2a11a14+ a142
+

…. 
Παρατηρούµε ότι οι συντελεστές aij παρουσιάζονται σε συνδυασµούς που σχετίζονται µε τις 
ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα Α   

In[3]:= A= Ja11 a12
a21 a22

N; Eigensystem@AD
 

Out[3]= :: 1
2
ika11+a22−

"
a112+ 4a12a21− 2a11a22+a222

y{, 1

2
ika11+ a22+

"
a112+ 4a12a21−2a11a22+ a222

y{>,::−
−a11+ a22+

è
a112+ 4a12a21− 2a11a22+ a222

2a21
, 1>, :−

−a11+ a22−
è
a112+ 4a12a21− 2a11a22+ a222

2a21
, 1>>>  

 
∆ιακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις για τις οποίες οι ιδιοτιµές είναι µη µηδενικές: 
 
1. O πίνακας Α έχει δύο πραγµατικές ιδιοτιµές λ1≠λ2.   

Τότε, αν u1=(u11,u12) και   u2=(u21,u22) είναι τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα  (uijœR), όπως 
είναι γνωστό από τη θεωρία των διαφορικών εξισώσεων, η λύση του γραµµικού συστήµατος  
είναι 

 
1 2

1 2

1 2

1 1 11 2 21
1 2

2 1 12 2 22

( )
η ( )

( )

t t
t t

t t

x t c u e c u e
t c e c e

x t c u e c u e

λ λ
λ λ

λ λ

= +
′ = +

= + 1 2x u u  (40)

  
Παρατηρούµε ότι οι αρχικές συνθήκες x10=x1(0) και x20=x2(0) που αντιστοιχούν στην τιµή 
της αυθαίρετης σταθεράς c1=0 ανήκουν πάνω στην ευθεία x1/x2=u21/u22, δηλαδή στην ευθεία 
κατά την διεύθυνση του ιδιοδιανύσµατος u2. Επίσης παρατηρούµε ότι σ’αυτή την περίπτωση 
έχουµε x1(t)/x2(t)=u21/u22 "t δηλαδή όταν ξεκινάµε από ένα σηµείο πάνω στην ευθεία η 
φασική καµπύλη διαγράφεται κατά µήκος της ευθείας. Παρόµοια ιδιότητα έχει και η ευθεία 
κατά µήκος του  ιδιοδιανύσµατος u1 στην οποία αντιστοιχούν αρχικές συνθήκες για c2=0. Οι 
ευθείες αυτές ονοµάζονται αναλλοίωτες πολλαπλότητες.   

Σηµείωση. Αν θεωρήσουµε έναν µετασχηµατισµό από το καρτεσιανό ορθογώνιο σύστηµα 
(x1,x2) στο, έν γένει πάγιογώνιο σύστηµα, (y1,y2) που ορίζεται από τα u1 και u2, το σύστηµα  
παίρνει τη µορφή 

 
1

2

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

0
η y=

0

t

t

y y y c e
y y y c e

λ

λ

λ λ
λ λ

= = ′ ⇒ = = 
y

�
�

�
 (41) 

Θεωρούµε τις παρακάτω υπο-περιπτώσεις: 

1α. λ2<0<λ1   
Το ιδιοδιάνυσµα u2 ορίζει την ευσταθή πολλαπλότητα sE  του σηµείου ισορροπίας (0,0) 
του γραµµικού συστήµατος. Οποιαδήποτε τροχιά ξεκινά επάνω στην sE , αντιστοιχεί σε 

, συνεπώς παραµένει επάνω της για κάθε  και επιπλέον, καθώς , 1 0c = t t → ∞
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ut[9]//MatrixForm=i
k

5
4

−
" 3
4

−
" 3

4
7
4

y
{

Out[10]= :81, 2<, :9è3, 1=, :−
1è3

, 1>>>

O 

1( 0)c = →x 0 . Το ιδιοδιάνυσµα u1 ορίζει αντίστοιχα την ασταθή πολλαπλότητα  και 

οποιαδήποτε τροχιά ξεκινά επάνω στην , αντιστοιχεί σε 

uE
uE 2 0c = , συνεπώς παραµένει 

επάνω της για κάθε  και επιπλέον, καθώς , t t → −∞ 2( 0c )= →x 0 . Το σηµείο  
ονοµάζεται σαγµατικό (saddle) και το φασικό διάγραµµα έχει την τοπολογία του σχήµατος 
1β του κεφαλαίου 3.  

* (= 0,0)P

1 2λ λ> λ

t → ∞

x1

λ >

1 2( ) (t c c teλ= +x

λ
0λ >

 
1β)  0>  ή 1 2 0λ< <  
Στην πρώτη περίπτωση το σηµείο (0,0) ονοµάζεται ασταθής κόµβος και όλες οι λύσεις 
τείνουν στο (0,0) καθώς , όπως φαίνεται από τη λύση (40). Στη δεύτερη περίπτωση 
ονοµάζεται ευσταθής κόµβος και όλες οι λύσεις τείνουν στο (0,0) καθώς . Το 
διάγραµµα των τροχιών του συστήµατος για την περίπτωση του ασταθούς κόµβου δίνεται 
στο σχήµα 1. Επίσης παρουσιάζεται ο πίνακας του συγκεκριµένου συστήµατος, οι ιδιοτιµές 
του και τα ιδιοδιανύσµατα κατά την διεύθυνση των οποίων οι φασικές καµπύλες είναι 
ευθείες, καθώς και το διανυσµατικό πεδίο που δείχνει την κατεύθυνση της ροής.  

t → −∞

 

 

 

2x

Σχήµα 7 Ασταθής Κόµβος (Node) 

 
 
2  Ίσες µη µηδενικές ιδιοτιµές  λ=λ1=λ2≠0  
 
Τότε, αν υπάρχουν δύο διαφορετικά ιδιοδιανύσµατα u1 και u2 που αντιστοιχούν στη διπλή 
ιδιοτιµή, η λύση δίνεται πάλι από την (40). Το σηµείο ισορροπίας είναι ασταθής ή ευσταθής 
κόµβος, αν 0  ή 0λ <  αντίστοιχα. Όλες οι τροχιές είναι ευθείες γραµµές, που περνούν 
από το σηµείο ισορροπίας (0,0). Το σχήµα 2 (αριστερά) αντιστοιχεί στην περίπτωση 
ευσταθούς κόµβου. 

Μπορεί όµως στη διπλή ιδιοτιµή να αντιστοιχεί ένα µόνο ιδιοδιάνυσµα u. Τότε ο πίνακας 
δεν διαγωνοποιείται και η λύση είναι της µορφής  

)t  (42)  u
Το διάγραµµα των τροχιών δίνεται παρακάτω, όπου πάλι το ιδιοδιάνυσµα u της διπλής 
ιδιοτιµής λ συµπίπτει µε τον άξονα 1x  και το σηµείο ισορροπίας είναι (improper) ευσταθής 
κόµβος όταν 0< , µια και τότε x  όταν t , ενώ είναι ασταθής κόµβος όταν → 0 → ∞

, αφού τότε x  όταν t . → 0 → −∞
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Σχήµα 8. (Αριστερά) Ευσταθής Κόµβος για λ1=λ2 αλλά µε u1≠u2≠0.  (∆εξιά) Ευσταθής Κόµβος για 
λ1=λ2 αλλά µε u1≠0 και u2=0 (ένα ιδιοδιάνυσµα που για το συγκεκριµένο σχήµα είναι το (-1/◊3,1) .   

 
3. Ιδιοτιµές µιγαδικές συζυγείς, λ=α+iβ, και λ=α-iβ .  

Αν , όπου u=(ui±u v 1,u2) και v=(v1,v2), είναι τα ιδιοδιανύσµατα των , *λ λ  αντίστοιχα, η 
λύση  είναι η ( )tx

{ } { }1 2( ) cos sin sin cosat att c e t t c e t tβ β β= + + − +x u v u v β  (43)  
όπου c είναι το διάνυσµα των αυθαίρετων σταθερών που συνδέεται µε τις αρχικές συνθήκες 
x10 και x20 σύµφωνα µε τη σχέση   

1
101 1 1

202 2 2

xc u v
xc u v

−
    

= =     
    

c


 

Όταν 0α < , ισχύει ότι  όταν  και το σηµείο ισορροπίας ονοµάζεται ευσταθής 
εστία. Για 

→x 0 t → ∞
0α > , το σηµείο ισορροπίας είναι ασταθής εστία και ισχύει ότι  όταν 

. Για α=0  η λύση (43) εκφράζει ελλείψεις δηλαδή κλειστές περιοδικές τροχιές µε 
περίοδο Τ=2π/β και το σηµείο ισορροπίας ονοµάζεται κέντρο (η περίπτωση αυτή είναι 
παρόµοια µε την περίπτωση ευστάθειας στα συστήµατα ενός βαθµού ελευθερίας, βλ. 
παράγραφος 3.3). Η σταθερά β συνδέεται µε την διεύθυνση συστροφής της εστίας ή των 
περιοδικών τροχιών γύρω από το κέντρο. Στο σχήµα 3 παρουσιάζεται µια ευσταθής σπείρα 
που αντιστοιχεί στον πίνακα Α={{1,1},{-4,-2}}. Επίσης δίνονται οι αντίστοιχες µιγαδικές 
ιδιοτιµές και τα µιγαδικά ιδιοδιανύσµατα.  

→x 0
t → −∞

  

 

x1

2x

Σχήµα 9  Ευσταθής εστία 

J 1 1
−4 −2

N
 ::−

1

2
Ç I−Ç +

è
7M, 1

2
Ç IÇ +

è
7M>,:: 1

8
I−3+ Ç

è
7M, 1>, : 1

8
I−3− Ç

è
7M, 1>>>

  
 

 

 

 

Παράδειγµα 4-2 
 
Το παρακάτω παράδειγµα στο Mathematica βρίσκει τη λύση ενός διδιάστατου γραµµικού 
συστήµατος διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης µε κεντρικό σαγµατικό σηµείο. Η λύση 
που δίνει το Mathematica είναι συναρτήσει των αρχικών συνθηκών, δηλαδή τα C[1] και C[2] 
είναι οι αρχικές συνθήκες 10 20( 0) , ( 0)x t x x t= = = = x  δηλαδή το   όπως 
εµφανίζεται στη λύση (3.4.7). Στο πρόγραµµα επίσης βρίσκονται τα , δηλαδή η 

0 10 20( , )Tx x x=
1 , 2y f y f
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λύση µε τα  όπως δίνεται από τον τύπο (3.4.8) (1 2,c c 0x Pc= όπου Transpose[ ]P B= ). Στη 
συνέχεια δίνονται οι γραφικές παραστάσεις κάποιων τροχιών για επιλεγµένες αρχικές 
συνθήκες. οι τροχιές βρίσκονται στις συναρτήσεις curve, curve2, curve3 και curve4 και τέλος 
σχεδιάζονται αυτές οι τροχιές όλες µαζί µε τη βοήθεια του ParametricPlot και του Show. 

−1, 1
Æ3xL  
Æ2x  

<, 8Æ

D ê
1

Æ−x

H∗Αντικαθ τις αρxικές συνθήκες µε
Eigenvalu D
B = Eigenv @AD
c = 8c1, c
X0 = Trans @BD.c;
y1f = y1 ê 1D → X0@@1DD, C@2D → X0@@2DD implif

y2f = y2 ê 1D → X0@@1DD, C@2D → X0@@2DD implif

ιστά
es@A
ectors

2<;
pose

. 8C@

. 8C@

c1,c2∗L

< êê S< êê S

y

y

H∗Υπολογίζε αρxικές συνθήκες που αντιστοι
στα ιδιοδ µατα∗L

curve3= 88 8c1→ 1, c2→ 0<, y2fê. 8c1→ 1,c8y1fê. 8 1,c2→ 0<, y2fê. 8c1→ −1, c2→ 0

curve4= 88 8c1→ 0, c2→ 1<, y2fê. 8c1→ 0,c8y1fê. 8 c2→ −1<, y2fê. 8c1→ 0, c2→ −1

ι τι
ιαν
y1fê.
c1→ −

y1fê.
c1→ 0,

xούν

2→ 0<<,<<<
2→ 1<<,<<<

 

 
 

 

::y1@xD
3

HC@1D 2 C@1D C@2D C@2DL,
y2@xD → −

1

3
Æ−x H−2C@1D+ 2Æ3x C@1D −2C@2D − Æ3x C@2DL>>

H∗Υπολογίζει τη λύση του συστήµατος γραµµικών
∆.Ε. µε πίνακα Α∗L

A = 881, −1<, 8−2, 0<<;
y = 8y1@xD, y2@xD<;
ydot = 8y1'@xD, y2'@xD<;
Solution = DSolve@ydot m A.y, 8y1@xD, y2@xD<, xD
y1 = y1@xD ê. Solution@@1DD;
y2 = y2 x . Solution 1 ;@ @@ DD

+ Æ3x + − Æ3x→

 

 
−1, 2<  

+

888
Æ

1, 2 ,  
−x

< 8
c1− c2

ς

<<H
2c1Æ−x c2

ύσ

 

 
 

Æ−x, 2Æ−x<, 8−Æ−x, −2Æ−x<<  
2x 2x 2x 2x

8888
 

−Æ , Æ , −Æ  <<
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 H∗Υπολογίζει διαφορες αρxικές συνθήκες για διάφορες

τροxιές∗L
ic = Table@6− i, 8i, 0, 12<D;
curve =

Table@8y1f ê. 8c1→ ic@@iDD, c2→ 6<,
y2f ê. 8c1→ ic@@iDD, c2→ 6<<, 8i, 1, Length@icD<D;

curve2 =

Table@8y1f ê. 8c1→ ic@@iDD, c2→ −6<,
y2f . c1→ ic i , c2→ −6 , i, 1, Length ic ;ê 8 @@ DD << 8 @ D<D  

 H∗Σxεδιάζει τις διάφορες τροxιές στο xώρο φάσεων∗L
gr3 = ParametricPlot@Evaluate@curve3D, 8x, −5, 5<,

DisplayFunction → IdentityD;
gr4 = ParametricPlot@Evaluate@curve4D, 8x, −2, 2<,

DisplayFunction → IdentityD;
gr1 = ParametricPlot@Evaluate@curveD, 8x, −1, 1<,

DisplayFunction → IdentityD;
gr2 = ParametricPlot@Evaluate@curve2D, 8x, −1, 1<,

DisplayFunction → IdentityD;
Show@8gr1, gr2, gr3, gr4<, AxesOrigin → 80, 0<,
DisplayFunction → $DisplayFunctionD  

 
 

-30 -20 -10 10 20 30

-40

-20

20

40

 
h Graphics h  
 
Παρατηρήστε επίσης ότι το curve3 σχεδιάζει την ευσταθή πολλαπλότητα, δηλαδή το 
ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην αρνητική ιδιοτιµή, ενώ το curve4 σχεδιάζει την ασταθή 
πολλαπλότητα, δηλαδή το ιδιοδιάνυσµα που αντιστοιχεί στην θετική ιδιοτιµή. 
 
 
Παράδειγµα 4-3. 
 
Το παρακάτω notebook βρίσκει τα σηµεία ισορροπίας ενός συστήµατος   
 1 1 1 2 2 2 1 2( , ; ) , ( , ; ),x f x x k x f x x k= =� �  
όπου k  ελεύθερη παράµετρος (ή παράµετροι) του συστήµατος. Αν υπάρχει ελεύθερη 
παράµετρος πρέπει να γίνει χρήση της Solve η οποία λειτουργεί σωστά µόνο αν οι  f1 και f2 
είναι πολυωνυµικές συναρτήσεις.  Αν δεν υπάρχει ελεύθερη παράµετρος ή το σύστηµα 
µελετάται για συγκεκριµένη τιµή της παραµέτρου τότε θέτουµε Stydy=2 για να γίνει 
αριθµητική εύρεση των σηµείων ισορροπίας (µε την NSolve). Το πρόγραµµα δίνει ως 
αποτέλεσµα τα σηµεία ισορροπίας και τις αντίστοιχες ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα.    
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(* EQPSTAB2x2.nb 
POINTS and STABILITY for 2x2 SYSTEMS  
             x1'=f1(x1,x2)      x2'=f2(x1,x2)      , f1,f2 : polynomials *)  
Clear@"Global`∗"D;
Study = 1; ∗ 1 for analytic , 2: for numerical∗LH∗ ∗L
f1 = k − x1^2;

f2 = −x2;

H∗ PART 1 : EQUILIBRIUM POINTS ∗L
If@Studym 1, Eqp = Solve@8f1m 0, f2m 0<, 8x1, x2<D,

Eqp = NSolve@8f1m 0, f2m 0<, 8x1, x2<DD;
eqpnumber = Length@EqpD;
Print@"∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗"D
Print@eqpnumber, " Equilibrium Points ", EqpD
Print@"∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗"DH∗ PART 2 − STABILTY ∗L
a11 = D@f1, x1D; a12 = D@f1, x2D; a21 = D@f2, x1D; a22 = D@f2, x2D;
A = 88a11, a12<, 8a21, a22<<; H∗Matrix of Linearized system∗L
H∗ LOOP : Find Eigensystem for all equilibrioum points ∗L
For@n = 1, n <= eqpnumber, n++,8
Print@" Equilibrium Point n=", n, " X0=", Eqp@@nDD, " D;
b = A ê. Eqp@@nDD;
Print@"A=", MatrixForm@bDD;
Print@"Eigenvalues = ", Eigenvalues@bDD
Print@"Eigenvectors = ", Eigenvectors@bDD<D

 

H
VECTOR FIELD OF THE SYSTEM

∗∗ ∗∗∗∗∗"

∗∗∗∗∗∗ ∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗∗∗ ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 
∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ 
2 Equilibrium Points 99x2→ 0, x1→ −

è
k =, 9x2→ 0, x1→

è
k ==  

∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ 
∗ Equilibrium Point n=1 X0=9x2→ 0,x1→ −

è
k=  

A=
i2èk 0

0 −1

y
 

∗∗k {
Eigenvalues = 9−1, 2

è
k =  

Eigenvectors = 0, 1 , 1, 0  88 < 8 <<
Equilibrium Point n=2 X0=9x2→ 0, x1→

è
k=  

A=
ik−2èk 0

0 −1

y{  

∗
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Eigenvalues = 9−1, −2
è
k=  

Eigenvectors = 0, 1 , 1, 088 < 8 <<  
 
 
 

 
Ασκήση 4.1.  Για τα γραµµικά συστήµατα µε πίνακες 
 

    και   
1
2 4

a 
 − 

1
1 1

a 
 − 

 
α) Να βρεθούν οι ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα σαν συναρτήσεις της παραµέτρου α και να 
προσδιοριστούν οι τιµές α=α* για τις οποίες παρατηρείται αλλαγή ευστάθειας. 
β) Για ενδεικτικές τιµές της παραµέτρου a, για τις οποίες έχουµε διαφορετικό τύπο 
ευστάθειας, να σχεδιαστούν τα φασικά διαγράµµατα. 
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Κεφάλαιο 5ο 
Μη Γραµµικά Συστήµατα  
 
 
5.1 Σηµεία ισορροπίας µη γραµµικών συστηµάτων. 
Θεωρούµε το µη γραµµικό σύστηµα διαφορικών εξισώσεων 

( ), , 1, ,i i jx f x i j n= =� …  
του οποίου η λύση γράφεται ως 

0( ; )i i jx x t x=   

όπου 0jx  οι αρχικές συνθήκες, δηλαδή 0 (0; )i i j0x x x= . Η λύση συµβολίζεται επίσης και ως  

(t )φ x , όπου  το διάνυσµα των αρχικών συνθηκών. x
Όπως δείξαµε, ο πίνακας του γραµµικού συστήµατος γύρω από ένα σηµείο 

ισορροπίας ενός µη γραµµικού συστήµατος είναι ο  

 ( *)i

j

f
x

 ∂
  ∂ 

x . 

Αυτός καθορίζει τη γραµµική ευστάθεια του σηµείου ισορροπίας *x . Αν δηλαδή όλες οι 
ιδιοτιµές του παραπάνω πίνακα έχουν πραγµατικό µέρος Re( 0)iλ ≤ , τότε το σηµείο 
ισορροπίας ονοµάζεται γραµµικά ευσταθές ενώ αν έστω και µία ιδιοτιµή έχει πραγµατικό 
µέρος θετικό, τότε το σηµείο ισορροπίας ονοµάζεται γραµµικά ασταθές. Επιπλέον, το 
σηµείο ισορροπίας ενός γραµµικού συστήµατος, του πίνακα του οποίου οι ιδιοτιµές έχουν µη 
µηδενικό πραγµατικό µέρος Re( ) 0iλ ≠ , ονοµάζεται υπερβολικό.  

 Με βάση τους παραπάνω ορισµούς για τις περιπτώσεις που αναλύσαµε στον , το 
σάγµα, ο κόµβος και η εστία είναι υπερβολικά σηµεία ισορροπίας ενώ το κέντρο είναι µη 
υπερβολικό. Επίσης το σάγµα, ο ασταθής κόµβος και η ασταθής εστία είναι γραµµικά ασταθή 
σηµεία ισορροπίας, ενώ ο ευσταθής κόµβος, η ευσταθής εστία και το κέντρο είναι γραµµικά 
ευσταθή. 

2\

 Στην περιγραφή του σάγµατος αναφερθήκαµε στην ύπαρξη ενός ευσταθούς και ενός 
ασταθούς υπόχωρου, sE

t
sin

 και  αντίστοιχα. Στην περίπτωση του ευσταθούς κόµβου και της 
ευσταθούς εστίας, ολόκληρος ο  αποτελεί τον ευσταθή υπόχωρο, αφού ισχύει 

 καθώς  για κάθε σηµείο , µια και όλοι οι όροι της λύσης 

uE
2\

0( , ) 0t →x x
, cost te eλ α

→ ∞

t

2
0 ∈x \

, tt eαβ β , τείνουν στο µηδέν καθώς  για t → ∞ 0 και 0λ α< <
2\

x

. Επίσης 
στην περίπτωση του ασταθούς κόµβου και της ασταθούς εστίας, ολόκληρος ο  αποτελεί 
τον ασταθή υπόχωρο, αφού ισχύει  καθώς  για κάθε σηµείο , 

µια και όλοι οι όροι της λύσης 
0 ) 0→

os ,e e t
( ,tx x

, ct tλ α

t
sinte tα

→ −∞ 2
0 ∈\

β β , τείνουν στο µηδέν καθώς  
για 

t → −∞
0 και 0λ α> > .  

 
5.2. Ορισµοί και Θεωρήµατα ευστάθειας. 
 Θα δώσουµε τώρα τοπολογικούς ορισµούς για την ευστάθεια και την αστάθεια των 
σηµείων ισορροπίας στα µη γραµµικά συστήµατα. Ένα σηµείο ισορροπίας θα λέγεται 
ευσταθές, αν 0 0ε δ∀ > ∃ >  τέτοιο ώστε : ( , *)d δ∀ <x x x  και 0t∀ ≥  ισχύει ότι 

( ( ), *)td φ ε ( , )d x<x x , όπου y  είναι η συνηθισµένη απόσταση στον , δηλαδή  n\

 2 2
1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ( )n nd x y x y x= − + − + + −x y " 2y . 
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Ας αναλύσουµε τον παραπάνω ορισµό. Όσο κοντά κι αν απαιτήσουµε να παραµένει 
η τροχιά ενός σηµείου , για άπειρο χρόνο, στο σηµείο ισορροπίας (δηλαδή το x ( )tφ x  να 
παραµένει σε µία ε − περιοχή του σηµείου ισορροπίας, όσο µικρό και να είναι το ε ), 
υπάρχουν πάντα αρχικές συνθήκες  σε µιά x δ − περιοχή του σηµείου ισορροπίας  που 
εξασφαλίζουν αυτή την απαίτηση. Ένα σηµείο ισορροπίας που δεν είναι ευσταθές, 
ονοµάζεται ασταθές. Μία υποπερίπτωση της ευστάθειας είναι η ασυµπτωτική ευστάθεια. Ένα 
σηµείο ισορροπίας  ονοµάζεται ασυµπτωτικά ευσταθές αν 

*x

*x 0δ∃ >  τέτοιο ώστε 
: ( , *)d δ∀x x x <  να ισχύει ότι lim ( )

t
*tφ

→∞
=x x . 

Στη συνέχεια, για να συνδέσουµε τη γραµµική ευστάθεια µε τη (µη γραµµική) 
ευστάθεια, θα ορίσουµε τι είναι τοπολογική συζυγία και θα αναφερθούµε στο θεώρηµα 
Hartman-Grobman. Έστω ότι έχουµε δύο δυναµικά συστήµατα στον , δηλαδή δύο 
συστήµατα διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης, µε λύσεις 

n\
( )tφ x  και ( )tψ x  αντίστοιχα. Αν 

υπάρχει µία συνεχής συνάρτηση , η οποία να είναι 1 – 1 (δηλαδή είναι 
αντιστρέψιµη) και η αντίστροφή της είναι συνεχής (αυτό ονοµάζεται οµοιοµορφισµός), 
τέτοια ώστε 

: nh →\ \n

t ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))t t th h h hφ ψ φ ψ= ⇔ =x x xD D x  (1) 
και αν επιπλέον η  διατηρεί τον προσανατολισµό, τότε τα δύο δυναµικά συστήµατα 
ονοµάζονται τοπολογικά ισοδύναµα. Αν επιπλέον διατηρείται και η παραµετροποίηση των 
λύσεων ως προς το χρόνο, τότε τα δύο δυναµικά συστήµατα ονοµάζονται τοπολογικά 
συζυγή. Η βασική ιδιότητα της τοπολογικής συζυγίας είναι ότι οι τροχιές της 

h

tφ  
απεικονίζονται σε τροχιές της tψ  και αντίστροφα. Η σχέση (1) γράφεται και ως  

 . 1 ( ) ( )t th hφ ψ− =x xD D
Αυτό σηµαίνει ότι παίρνουµε την αρχική συνθήκη  και την απεικονίζουµε σε µια άλλη 
αρχική συνθήκη , παίρνουµε την τροχιά της  κάτω από το δυναµικό σύστηµα 

x
( )x( )h x h tφ , 

δηλαδή την ( ( ))htφ x

x

, που παριστάνει µία καµπύλη στον , και στη συνέχεια την 

απεικονίζουµε σε µια άλλη καµπύλη, την . Αυτή ακριβώς η καµπύλη είναι η 
τροχιά του σηµείου  κάτω από το δυναµικό σύστηµα 

n\
1 )th φ−

t

( ( )(h x
ψ . 

Αν λοιπόν ξέρουµε τη λύση ενός δυναµικού συστήµατος, π.χ. του tψ , ή έστω 
κάποιες τοπολογικές ιδιότητές της, και γνωρίζουµε ότι υπάρχει ένας τέτοιος οµοιοµορφισµός 

, τότε γνωρίζουµε και τη λύση του h tφ , ή ότι η λύση του έχει τις ίδιες τοπολογικές ιδιότητες 
µε την tψ . Αν π.χ. lim ( ) *tt

ψ
→∞

=x x , τότε ισχύει ότι lim ( ( )) ( *)tt
h hφ

→∞
=x x  κλπ.   

 Το πρώτο θεώρηµα που συνδέει τη συµπεριφορά του µη γραµµικού συστήµατος 
(i i j )x f x=� , σε µια περιοχή γύρω από το σηµείο ισορροπίας 1 2* ( *, *, , *)nx x x=x  µε τη 

συµπεριφορά του γραµµικού συστήµατος, 

…

ζ = Aζ� , µε πίνακα  

 
*

i

j

f
x

 ∂
=   ∂ x

A , 

γύρω από το σηµείο ισορροπίας του (0,0, ,0)=ζ* … , είναι το θεώρηµα ευσταθούς 
πολλαπλότητας (stable manifold theorem): 
 
Έστω  ανοικτό υποσύνολο του  και έστω E n\ (i i )jx f x=�  µε 1( )if C E∈ ,  δηλαδή οι 

συναρτήσεις if  είναι παραγωγίσιµες µε συνεχή παράγωγο, Επίσης έστω ότι ισχύει 
, δηλαδή το σηµείο  είναι σηµείο ισορροπίας. Με µία µετατόπιση των ( * 0i jf x ) = *x
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συντεταγµένων, θέτουµε την αρχή του συστήµατος στο , έτσι ώστε . 
Έστω επίσης ότι ο πίνακας  

*x (0,0, ,0)=x* …

*x

* (0,0, ,0)=x …

( )f=A D 0
* =x

)x

2x x

H

h=

L H L H

 ( ) i

j

ff
x

 ∂
=   ∂ 0

D 0 , 

έχει  ιδιοτιµές µε αρνητικό πραγµατικό µέρος και k n k−  ιδιοτιµές µε θετικό πραγµατικό 
µέρος (παρατηρήστε ότι κάτω από αυτή την προϋπόθεση το σηµείο ισορροπίας   είναι 
υπερβολικό). Τότε υπάρχει στο χώρο φάσεων του µη γραµµικού συστήµατος µία 

διάστατη επιφάνεια , εφαπτόµενη στον ευσταθή υπόχωρο k − S sE  του γραµµικού 
συστήµατος στο σηµείο .  (0,0, ,0)= …x*
 Το δεύτερο θεώρηµα που επίσης συνδέει τη συµπεριφορά του µη γραµµικού 
συστήµατος (i i j )x f x=� , σε µια περιοχή γύρω από το σηµείο ισορροπίας  

µε τη συµπεριφορά του γραµµικού συστήµατος, ζ = Aζ� , γύρω από το σηµείο ισορροπίας του 
, είναι το θεώρηµα Hartman – Grobman:  (0,0,=ζ* …,0)

 
Έστω  ανοικτό υποσύνολο του  και έστω το µη γραµµικό σύστηµα διαφορικών 
εξισώσεων 

E n\
( )i i jx f x=�  µε 1(i )f C∈ E . Επίσης έστω ότι ισχύει ( ) 0if =0 , δηλαδή το σηµείο 

 είναι σηµείο ισορροπίας. Έστω επίσης ότι όλες οι ιδιοτιµές του πίνακα * =x 0  
έχουν µη µηδενικό πραγµατικό µέρος, δηλαδή το 0

n\

 είναι υπερβολικό σηµείο 
ισορροπίας. Τότε υπάρχει οµοιοµορφισµός  που διατηρεί τον προσανατολισµό, 
όπου U  ανοικτό υποσύνολο του  και V  ανοικτό υποσύνολο του  για την οποία ισχύει 
για ένα ανοικτό διάστηµα τιµών του  

:h U V→
E

t
 ( ( )) exp( ) (th t hφ =x A , 
όπου ( )tφ x  είναι η λύση του µη γραµµικού συστήµατος. ∆ηλαδή το µη γραµµικό σύστηµα 
είναι τοπολογικά συζυγές προς το γραµµικοποιηµένο σύστηµα γύρω από το υπερβολικό 
σηµείο ισορροπίας. Το παραπάνω θεώρηµα δεν ισχύει για µη υπερβολικά σηµεία ισορροπίας. 
Θα εξηγήσουµε πρώτα το θεώρηµα Hartman – Grobman µε ένα διδιάστατο παράδειγµα.  

Παράδειγµα 5.1. Θεωρούµε το µη γραµµικό σύστηµα 

 
2

1 1
2

2 2 1

,

.
2x x x

x x x

= − −

= +

�
�

 

Αυτό το σύστηµα έχει ένα ολοκλήρωµα της κίνησης, τη συνάρτηση  

 3 3
1 2 1

1 ( )
3

H x x= − + − . 

και οι φασικές τροχιές του είναι η γραφική παράσταση των ισοσταθµικών καµπύλων του , 
δηλαδή της εξίσωσης 

3 3
1 2 1 2

1 ( )
3

x x x x− + −  

για διάφορες τιµές της σταθεράς . h
Το παρακάτω πρόγραµµα βρίσκει τα σηµεία ισορροπίας και τη γραµµική ευστάθειά 

τους και σχεδιάζει τις φασικές τροχιές (πορτρέτο του χώρου φάσεων) του παραπάνω µη 
γραµµικού συστήµατος.  
 

 

88x1→ −1, x2 → −1<, 8x1 → 0, x2 → 0<,
x1→ −1 1ê3, x2→ − −1 2ê3 , x1→ − −1 2ê3, x2 → −1 1ê38 H L H < 8 L <<

 
 

f1= −x1−x2^2;

f2= x2+x1^2;

Solve f1m 0, f2m 0 , x1, x2@8 < 8 <D
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Με την εντολή Solve βρίσκουµε ότι υπάρχουν δύο σηµεία ισορροπίας. Το (0,0) και το 
. Υπολογίζοντας τον Ιακωβιανό πίνακα ( 1, 1)− − fD

, 1)
 για κάθε ένα από τα σηµεία ισορροπίας, 

βλέπουµε ότι το (0,0) είναι σάγµα και το ( 1− −  είναι κέντρο. Τα θεωρήµατα ευσταθούς 
πολλαπλότητας και Hartman – Grobman µας εξασφαλίζουν για το σάγµα ότι, για κάποιο 
χρονικό διάστηµα η εικόνα του γραµµικού συστήµατος µε ένα σαγµατικό σηµείο θα 
παραµορφωθεί µε συνεχή τρόπο και θα µας δώσει το φασικό πορτρέτο του µη γραµµικού 
συστήµατος σε ανοικτή περιοχή γύρω από το σάγµα. Παρόλο που το κέντρο είναι µη 
υπερβολικό σηµείο ισορροπίας και τα παραπάνω θεωρήµατα δεν ισχύουν, στο συγκεκριµένο 
παράδειγµα η εικόνα του φασικού πορτρέτου γύρω από το κέντρο παραµένει η ίδια µε αυτή 
του αντίστοιχου γραµµικού συστήµατος. 
 
 

h

 
 

 
 
 
 
Στο παραπάνω πρόγραµµα ορίζεται η συνάρτηση 

, ελέγχεται ότι η παράγωγός της ως προς το 
χρόνο είναι µηδέν, δηλαδή ότι είναι ολοκλήρωµα 
της κίνησης και σχεδιάζονται µε το ContourPlot οι 
ισοσταθµικές της καµπύλες. Γίνεται επιλογή 
διαφόρων τιµών της σταθεράς  µε την option 
Contours. 

H

 Επειδή δεν υπάρχει πάντοτε ολοκλήρωµα 
της κίνησης, βρίσκουµε τις φασικές καµπύλες 
(λύσεις) του παραπάνω συστήµατος και µε την 
NDSolve 
 
 

 
 
 

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

x

eq1 = x1'@tD == −x1@tD − x2@tD ^2;
eq2 = x2'@tD == x2@tD + x1@tD^2;
sol1 =

Table@NDSolve@8eq1, eq2, x1@0D m −0.5 − k 0.1,

x2@0D m −1.5 + k 0.1<, 8x1@tD, x2@tD<, 8t, −28k, 1, 10<D;
sol2 =

Table@NDSolve@8eq1, eq2, x1@0D m 0.1 + k 0.1,

x2@0D m 0.1 + k 0.1<, 8x1@tD, x2@tD<, 8t, −1.

k, 1, 8 ;8 <D

x

Ja@x1_, x2_D = 88D@f1, x1D, D@f1, x2D<,8D@f2, x1D, D@f2, x2D<<;
A1 = Ja@0, 0D
Eigenvalues@A1D
A2 = Ja@−1, −1D
Eigenvalues A2@ D

88−1, 0<, 80, 1<<8−1, 1<88−1, 2<, 8−2, 1<<9−Ç
è
3, Ç

è
3 =

H = −1 ê 3 ∗ Hx1^3 + x2^3L − x1 x2;

DtH = D@H, x1D f1 + D@H, x2D f2 êê Simplify

ContourPlot@H, 8x1, −2, 2<, 8x2, −2, 2<, PlotPoints → 100,

ContourShading → False,

Contours → 84, 3, 2, 1, 0.5, 0, −0.2, −0.3, −0.5, −1,

−2, −3, −4<D
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Το  πρόγραµµα λύνει αριθµητικά το σύστηµα που 
ορίζεται από τις εξισώσεις eq1 και eq2 για κάποιες 
οµάδες αρχικών συνθηκών. Η sol1 είναι η οµάδα 
αρχικών συνθηκών που θα µας σχεδιάσει τις φασικές τροχιές στο κάτω αριστερά 
τεταρτηµόριο, η sol2 είναι η οµάδα αρχικών συνθηκών που θα µας σχεδιάσει τις ανοικτές 
τροχιές στο πάνω δεξιά τεταρτηµόριο, ενώ η sol3 αντιστοιχεί σε αρχικές συνθήκες πολύ 
κοντά στο σαγµατικό σηµείο ισορροπίας (0,0), έτσι ώστε να µας σχεδιάσει µε αρκετή 
ακρίβεια τη διαχωριστική καµπύλη. Τα gr1, gr2, gr3 και το Show σχεδιάζουν στο 
τέλος τις παραπάνω οικογένειες τροχιών για τις αρχικές συνθήκες που έχουµε επιλέξει. 

-3 -2 -1 1 2

-2

-1

1

2
sol3= NDSolve@8eq1, eq2, x1@0Dm −0.01, x2@0Dm 0.01<,8x1@tD, x2@tD<, 8t, −17, 5.5<D;
sol1= Table@8x= x1@tD ê. sol1@@iDD, y= x2@tD ê. sol1@@iDD<,8i, 1, 10<D;
sol2= Table@8x= x1@tD ê. sol2@@iDD, y= x2@tD ê. sol2@@iDD<,8i, 1, 8<D;
sol3= x= x1 t . sol3 1 , y= x2 t . sol3 1 ;

gr1 = ParametricPlot@ Evaluate@sol1D, 8t, −2.5, 2.3<,
DisplayFunction → IdentityD;

gr2 = ParametricPlot@ Evaluate@sol2D, 8t, −1.3, 1.3<,
DisplayFunction → IdentityD;

gr3 = ParametricPlot@ Evaluate@sol3D, 8t, −17, 5.5<,
DisplayFunction → IdentityD;

Show gr1, gr2, gr3 , DisplayFunction → $DisplayFunction@8 < D

8 @ D ê @@ DD @ D ê @@ DD<

x2 

x1 

-3

 
 

5.3 Θεωρία διακλαδώσεων 
Θεωρούµε την οικογένεια συστηµάτων διαφορικών εξισώσεων 

( , ), , 1, ,i i jx f x m i j n= =� …  
που εξαρτάται από τη σταθερή παράµετρο . Για κάθε τιµή της παραµέτρου  έχουµε και 
ένα διαφορετικό σύστηµα διαφορικών εξισώσεων µε διαφορετική συµπεριφορά των τροχιών. 
Ας υποθέσουµε επιπλέον ότι για 

m m

0m m=  έχουµε ένα σηµείο ισορροπίας  και 
ότι ο πίνακας  

0 0 )f x m =( ,i j 0

0 0( , )i
j

k

f x m
x

∂
∂

 

έχει ορίζουσα διάφορη του  µηδενός. Τότε αποδεικνύεται µε τη βοήθεια του θεωρήµατος 
ύπαρξης λύσης πεπλεγµένων συναρτήσεων (implicit function theorem) ότι, για όλα τα 
συστήµατα της µορφής (3.4.4) µε 0 0( , ),m m a m a a 0∈ − − + >

0m m
, υπάρχει µοναδικό σηµείο 

ισορροπίας, ως συνέχεια αυτού που για =  βρίσκεται στο σηµείο 0j jx x= . Αντίθετα, 
στην περίπτωση που ο πίνακας  έχει µηδενικές ιδιοτιµές, δεν µπορεί να εφαρµοστεί το 
παραπάνω θεώρηµα και είναι γνωστό ότι εν γένει τέτοια σηµεία ισορροπίας δεν συνεχίζονται 
καθώς αλλάζει η παράµετρος . Είτε εξαφανίζονται µε µεταβολή του , είτε 
δηµιουργούνται δύο ή περισσότερα σηµεία ισορροπίας µε διαφορετική ευστάθεια. Τέτοια 
σηµεία ισορροπίας, όπου ο πίνακας  έχει µηδενικές ιδιοτιµές, ονοµάζονται σηµεία 
διακλάδωσης (bifurcation points). Εν γένει σηµεία διακλάδωσης ονοµάζονται τα µέλη της 
παραπάνω οικογένειας συστηµάτων διαφορικών εξισώσεων που αντιστοιχούν σε τέτοιες 
τιµές   της παραµέτρου  στις οποίες αλλάζει τοπολογικά το φασικό πορτρέτο του 

A

m

A

m

0m m
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συστήµατος. ∆ηλαδή οι φασικές τροχιές του συστήµατος για m>m0 δεν µπορούν να 
προέλθουν από συνεχή παραµόρφωση των φασικών τροχιών για m<m0. Αυτό σηµαίνει ότι τα 
συστήµατα για m<m0 δεν είναι τοπολογικά συζυγή αυτών για m>m0. Σηµεία ισορροπίας για 
τα οποία µε τη γραµµική θεωρία προκύπτει ότι είναι υπερβολικά, δεν αποτελούν σηµεία 
διακλάδωσης. Αντίθετα, σηµεία ισορροπίας τέτοια ώστε Re(λi)=0 για κάποιο  είναι πιθανά 
σηµεία διακλάδωσης. Αν λ

i
i=0 για κάποιο  τότε δεν ισχύει το implicit function theorem και 

µπορεί να έχουµε αλλαγή του αριθµού των σηµείων ισορροπίας ενώ αν λ
i

i≠0  για κάθε  ενώ 
ταυτόχρονα υπάρχει κάποιο  για το οποίο Re(λ

i
i i)=0, ο αριθµός των σηµείων ισορροπίας δεν 

αλλάζει αλλά µπορεί να αλλάξει το είδος της ευστάθειας τους µε αποτέλεσµα να εµφανιστούν 
άλλες δοµές, όπως π.χ. (δες παρακάτω το παράδειγµα της διακλάδωσης Hopf). 

m

0 m

99 x1 m

0

8

 
1. ∆ιακλάδωση σάγµατος – κόµβου 

Θεωρούµε το σύστηµα διαφορικών εξισώσεων 
2

1 1

2 2

,x m x
x x

= −
= −

�
�

 

όπου  σταθερή παράµετρος. Το παραπάνω σύστηµα για την τιµή της παραµέτρου  
παρουσιάζει διακλάδωση σάγµατος – κόµβου. Το σύστηµα αυτό έχει τα σηµεία ισορροπίας 

m 0=

1 2

1 2

, 0

, 0

x m x

x m x

= − =

= =
 

Παρατηρούµε ότι για  δεν υπάρχει κανένα σηµείο ισορροπίας, για  τα δύο 
σηµεία ισορροπίας συµπίπτουν σε ένα στο (0,0), ενώ για  έχει δύο σηµεία ισορροπίας.  
Το παρακάτω πρόγραµµα προσδιορίζει τα σηµεία αυτά και το είδος της γραµµικής τους 

m < 0=
0m >

ευστάθειας: 
 
 

x2→ 0, x1→ −
èm=, 9x2→ 0, →

è ==  
 992èm, 0=, 80, −1<=  9−1, 2

è
m=  99−2

è
m, 0=, 80, −1<=  9−1, −2
è
m=  

 
Παρατηρούµε ότι, για , ο Ιακωβιανός πίνακας στο πρώτο σηµείο ισορροπίας έχει δύο 
πραγµατικές ετερόσηµες ιδιοτιµές, άρα αυτό είναι σάγµα, ενώ στο δεύτερο έχει δύο 
αρνητικές ιδιοτιµές, άρα αυτό είναι ευσταθής κόµβος. Παρατηρήστε ότι στο µοναδικό σηµείο 
ισορροπίας που υπάρχει για , ο πίνακας έχει µια µηδενική ιδιοτιµή, άρα το σηµείο 
αυτό δεν είναι υπερβολικό. Το παρακάτω πρόγραµµα σχεδιάζει το διάγραµµα διακλάδωσης  
του συστήµατος. Το διάγραµµα αυτό παρουσιάζει τη θέση των σηµείων ισορροπίας 
συναρτήσει του . Το ευσταθές σηµείο ισορροπίας σχεδιάζεται µε συνεχή γραµµή ενώ το 
ασταθές µε κόκκινη διακεκοµµένη γραµµή. 

m >

0m =

m

f1 = m − x1^2;

f2 = −x2;

sol = Solve f1 m 0, f2 m 0 , x1, x2@8 < <D
Ja@x1_, x2_D = 88D@f1, x1D, D@f1, x2D<,8D@f2, x1D, D@f2, x2D<<;
A1 = Ja@−Sqrt@mD, 0D
Eigenvalues@A1D
A2 = Ja@Sqrt@mD, 0D
Eigenvalues A2@ D

0.2 0.4 0.6 0.8

-1

-0.5

0.5

1
x1= x1ê. sol@@1DD
x11= x1ê. sol@@2DD
Plot@8x1, x11<, 8m, 0, 1<,
PlotStyle→ 88Dashing@80.05<D, RGBColor@1, 0, 0D<,8Dashing@8<D<<D

x

1

m 
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Το σύστηµα αυτό επιλύεται αναλυτικά, συνεπώς µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την εντολή 
DSolve. Το παρακάτω πρόγραµµα βρίσκει τη γενική λύση του συστήµατος και µε κατάλληλη 
επιλογή αρχικών συνθηκών σχεδιάζει το φασικό πορτρέτο, για διάφορες τιµές της 
παραµέτρου . Πρώτα επιλέγουµε την τιµή m 4m = −

]

 και βρίσκουµε την αντίστοιχη λύση. 
Κατόπιν υπολογίζουµε διάφορες τροχιές κρατώντας σταθερή την τιµή της αυθαίρετης 
σταθεράς C  ενώ µεταβάλλουµε τη  από –5 έως 5. [1] =1 [2C

 
 
Η λύση του παραπάνω συστήµατος είναι η 1 2 tan{2( [1])}x t C= − − και [2] tx C e−= , ∆ηλαδή 
το  δεν ορίζεται για τιµές του t  τέτοιες ώστε  όπου k  ακέραιος. 
Συνεπώς η επιλογή του χρονικού διαστήµατος πρέπει να γίνει έτσι ώστε να µην περιέχει 
τέτοιες τιµές του χρόνου. Παρατηρούµε από το φασικό πορτρέτο ότι δεν υπάρχει κανένα 
σηµείο ισορροπίας. 

-10 -5 5 10

-3

-2

-1

1

2

3
2

eq1= x1'@tD m m − Hx1@tDL^2;
eq2= x2'@tD m −x2@tD;
m = −4;

sol1= DSolve@8eq1, eq2<, 8x1@tD, x2@tD<, tD
x1= x1@tD ê. sol1@@1DD;
x2= x2@tD ê. sol1@@1DD;
ta= Table@8x1ê. 8C@1D → 1<, x2ê. 8C@2D → i<<, 8i, −5, 5<D;
ParametricPlot@Evaluate@taD, 8t, 0.3, 1.7<,
AxesOrigin→ 0, 0

88x1@tD → −2Tan@2 Ht − C@1DLD, x2@tD → Æ−t C@2D<<

8 <D

x

x1

2

1x [1] (2 1) / 4t C k π− = ± +

0m =
[1]t C=

1x

-40 -20 20 40

10

20

eq1= x1'@tDm m − Hx1@tDL^2;
eq2= x2'@tDm −x2@tD;
m = 0;

sol1= DSolve@8eq1,eq2<, 8x1@tD,x2@tD<,tD
::x1@tD →

1

t − C@1D , x2@tD → Æ−tC@2D>>
x1= x1@tD ê. sol1@@1DD;

Στη συνέχεια υπολογίζουµε τη λύση για την τιµή  και σχεδιάζουµε το φασικό 
πορτρέτο επιλέγοντας κατάλληλες τιµές των σταθερών. Για την τιµή  δεν ορίζεται το 

. Όµως το πρόγραµµα παρουσιάζει προβλήµατα µόνο αν η τιµή αυτή παρεµβληθεί στο 
ανοικτό διάστηµα τιµών του t  στο οποίο υπολογίζονται οι φασικές τροχιές. 

x2

 
Το ση είο ισορροπίας στο (0,0) είναι µη υπερβολικό. Οι φασικές τροχιές στο δεξιό 
ηµιεπίπεδο τείνουν όλες ασυµπτωτικά στο σηµείο αυτό και αυτή η συµπεριφορά  µοιάζει µε 
κόµβο. Αντίθετα, οι τροχιές στο αριστερό ηµιεπίπεδο συµπεριφέρονται όπως όταν το σηµείο 
(0,0) είναι σάγµα και ο άξονας 

µ
 

2x  η ασταθής πολλαπλότητα. Για αυτό το λόγο, το σηµείο 
αυτό ονοµάζεται σάγµα – κόµβος. 

-20

-10

x2= x2@tD ê. sol1@@1DD;
ta= Table@8x1ê. 8C@1D→ −1<,x2 ê.8C@2D → i<<,8i, −5, 5<D;
ta1= Table@8x1ê. 8C@1D→ 1<,x2ê. 8C@2D→ 4i<<, 8i, −5,5<D;
gr1= ParametricPlot@Evaluate@taD, 8t, −1,0.3<,

DisplayFunction→ IdentityD;
gr2= ParametricPlot@Evaluate@ta1D, 8t,0, 1<,

DisplayFunction→ IdentityD;
Show@8gr1,gr2<, DisplayFunction→ $DisplayFunctionD

x1

 Στη συνέχεια επιλέγουµε την τιµή m 1=  και βρίσκουµε τη λύση 
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Παρατηρούµε ότι, στη µορφή που πήραµε τη λύση, για να µπορέσουµε να υπολογίσουµε 
τροχιές για τιµές − < , ο όρος  πρέπει να είναι αρνητικός, πράγµα που 
σηµαίνει ότι η σταθερά  πρέπει να πάρει µιγαδικές τιµές. Για να αποφύγουµε αυτή τη 
δυσκολία, µετασχηµατίζουµε τη λύση θέτοντας 

11 (0)

2 [1]Ce c= . 

1x < 2 [1]Ce
[1]C

eq1= x1'@tDm m − Hx1@tDL^2;
eq2= x2'@tDm −x2@tD;
m = 1;

sol1= DSolve eq1,eq2 , x1 t ,x2 t ,t

::x1@tD →
Æ2t+ Æ2C@1D
Æ2t− Æ2C@1D , x2@tD → Æ−tC@2D>>@8 < 8 @ D @ D< D

 
 xx
 
Κατόπι  σχεδιάζου ε το ασικό πορτ έτο µε κατάλληλη επιλογή τιµών των αυθαιρέτων 
σταθερών

ν µ φ ρ
: 

-2 -1 1 2 3

-6

-4

-2

2

4

6
x1= x1@tD ê. sol1@@1DD;
x2= x2@tD ê. sol1@@1DD;
ta= Table@8x1ê. 8C@1D→ −0.1<, x2 ê.8C@2D → i<<,8i, −5, 5<D;
ta1= Table@8x1ê. 8C@1D→ 0.01<, x2ê. 8C@2D→ 0.5i<<,8i, −5, 5<D;
ta2= Table@8xxê. 8c→ −19<, x2 ê.8C@2D → i<<, 8i, −5, 5<D;
gr1= ParametricPlot@Evaluate@taD, 8t,0.2, 2<,

DisplayFunction→ IdentityD;
gr2= ParametricPlot@Evaluate@ta1D, 8t, −1, −0.4<,

DisplayFunction→ Identity ;

= x1@tD ê. sol1@@1DD ê. 8C@1D→ 1ê2 Log@cD< c + Æ2t

−c + Æ2t

 
 

x2 

x1 

 
 
Υπάρχει ένα σάγµα στο ( –1,0) και ένας ευσταθής κόµβος στο (1,0). Και τα δύο σηµεία 
ισορροπίας είναι υπερβολικά. 

D
gr3= ParametricPlot@Evaluate@ta2D, 8t, −0.4,4<,

DisplayFunction→ IdentityD;
Show@8gr1, gr2, gr3<, AxesOrigin→ 80,0<,
DisplayFunction→ $DisplayFunctionD

 
2. Υποκρίσιµη διακλάδωση 
 
Θεωρούµε το σύστηµα διαφορικών εξισώσεων 

2
1 1

2 2

,1x mx x
x x

= −
= −

�
�

 

όπου  σταθερή παράµετρος. Το παραπάνω σύστηµα για την τιµή της παραµέτρου  
παρουσιάζει υποκρίσιµη (transcritical) διακλάδωση. Τα σηµεία ισορροπίας του συστήµατος 
είναι τα 

m 0m =

1 2

1 2

0, 0
, 0

x x
x m x

= =
= =

 

Παρατηρούµε ότι για τα δύο σηµεία ισορροπίας συµπίπτουν σε ένα στο (0,0), ενώ για 
έχει δύο σηµ ισορροπίας. Το παρακάτω πρόγραµµα προσδιορίζει τα σηµεία αυτά 

και το είδος της γραµµικής τους ευστάθειας: 

 0m =  
εία 0m ≠  
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x1− x1^2;

f2= −x2;

 
Παρατηρούµε ότι, για , ο Ιακωβιανός πίνακας στο σηµείο ισορροπίας στο (0,0) έχει 
δύο στον 
ρν

0m >

ευσταθής κόµβος. Για 0 , ο Ιακωβιανός πίνακας στο (0,0) έχει δύο πραγµατικές 
αρνητικές ιδιοτιµές, άρα αυτό είναι ευσταθής κόµβος, ενώ το δεύτερο βρίσκεται τώρα στο 
θετικό ηµιάξονα και ο πίνακας έχει δύο πραγµατικές ετερόσηµες ιδιοτιµές, άρα το σηµείο 
αυτό είναι σάγµα. Στο µοναδικό σηµείο ισορροπίας που υπάρχει για 0m =  και είναι το (0,0), 
ο πίνακας έχει µια µηδενική ιδιοτιµή, άρα το σηµείο αυτό δεν είναι υπερβολικό. Το 
παρακάτω πρόγραµµα σχεδιάζει το διάγραµµα διακλάδωσης  του συστήµατος, που 
παρουσιάζει τη θέση 1x , των σηµείων ισορροπίας συναρτήσει του m .  

1

2

x1
x1= x1ê.sol@@1 D
x11= x1ê.sol D

f1= m

= Solve@8f1m 0, f2m 0<, 8x1, x2<D 88x1→ 0, x2→ 0<, 8x1→ m, x2 → 0<<
Ja@x1_, x2_D = 88D@f1, x1D, D@f1, x2D<,8D@f2, x1D, D@f2, x2D<<;
A1= Ja@0, 0D
Eigenvalues@A1D
A2= Ja@m, 0D
Eigenvalues A2

88m, 0<, 80, −1<<8−1, m<88−m, 0<, 80, −1<<8−1, −m<
sol

 πραγµατικές ετερόσηµες ιδιοτιµές, άρα αυτό είναι σάγµα, ενώ στο δεύτερο, 
ητικό ηµιάξονα του 1x , έχει δύο πραγµατικές αρνητικές ιδιοτιµές, άρα αυτό 

 m <

@ D
είναι α

 
Και αυτό το σύστηµα επιλύεται αναλυτικά, συνεπώς µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε πάλι 
την εντολή DSolve. Το παρακάτω πρόγραµµα βρίσκει τη γενική λύση του συστήµατος για 
υθαίρετη τιµή της παραµέτρου . 

 
Προσέξτε ότι η παραπάνω λύση δεν ισχύει για 

-2 -1 1 2m 

D@@2D
Plot@8x1,x11<, 8m, −2,2<D

-2

-1

α  m

eq1= x1'@tDm mx1@tD −Hx1@tDL^2;
eq2= x2'@tDm −x2@tD;

0m = .  Στη συνέχεια βρίσκουµε αναλυτικά 
τη λύση για . Για να δώσουµε αρχικές  ώστε 0 1m = − συνθήκες  11 (0)x− < <

αποφύγουµε, [1]C  να
[

Για να
αντικατάσταση 1] logC c= . 

eq1 = x1'@tD x1 t − x1@t ^2;

eq2 = x2'@tD m −
x1 t →

ÆC@1D
, x2 t → Æ− @ D>>t C 2

, θα πρέπει πάλι 
 σταθερά  πάρει µιγαδικές τιµές.  το κάνουµε και την η

 

sol1= DSolve@8eq1,eq2<, 8x1@tD,x2@tD<,tD
xx= x1@tD ê.sol1@@1DD ê. ::x1@tD →

Æmt+mC@1D m
−1 + Æmt+mC@1D , x2@tD → Æ−tC@2D>>

m m @ D H DL
x2@tD;

m = −1;

sol1 = DSolve@8eq1, eq2<, 8x1@tD, x2@tD<, tD
xx = x1@tD ê. sol1@@1DD ê. 8C@1D → Log@cD<

:: @ D
c

−c + Æt

Æt − ÆC@1D @ D
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Σχηµατίζουµε πίνακες µε επιλογή καταλλήλων τιµών των αυθαιρέτων σταθερών και 
σχεδιάζουµε το φασικό πορτρέτο 
 

 
Επαναλαµβάνουµε την ίδια εργασία για την περίπτωση = . 

-1.25 -0.75 -0.5 -0.25 0 0.25 0.5

-6

-4

-2

2

4

6

x

x1= x1@tD ê. sol1@@1DD;
x2= x2@tD ê. sol1@@1DD;

= Table@ x1 . 8C 1D→ 2.398<,x2 . C@2 → i ,

− , 5 ;@8 ê 8 @ D < 2 ê.8C@2D → i<<,8i, −5, 5<D;
ta3= Table@8xxê. 8c→ −9<, x2 ê.8C@2D → i<<, 8i, −5, 5<D;
gr1= ParametricPlot@Evaluate@ta1D, 8t, −0.8,1<,

DisplayFunction→ IdentityD;
gr2= ParametricPlot@Evaluate@ta2D, 8t,0,3<,

DisplayFunction→ IdentityD;

gr3= ParametricPlot@Evaluate@ta3D, 8t, −0.8,5<,
DisplayFunction→ IdentityD;

Show@8gr1,gr2,gr3<,AxesOrigin→ 8−1,0<,
DisplayFunction→ $DisplayFunctionD

x

8 ê @ ê 8 D <<8i, 5 <D
ta2= Table x1 . C 1 → −1.0986 , x

ta1

 0m

@ D ê @@ DD
x2= x2@tD ê. sol1@@1DD;

 
 
Το µοναδικό µη υπερβολικό σηµείο ισορροπίας στο (0,0) είναι σάγµα – κέντρο. 
 
Τέλος επιλέγουµε τη θετική τιµή 1m =  και ξαναβρίσκουµε τη λύση 
 
 

-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1

-150

-100

-50

50

100

150

x1 

x2 

eq1= x1'@tD m m x1@tD − x1@tD^2;
eq2= x2'@tD m −x2@tD;
m = 0;

sol1= DSolve@8eq1, eq2<, 8x1@tD, x2@tD<, tD
x1= x1 t . sol1 1 ;

ta= Table@8x1ê. 8C@1D → 1<, x2ê. 8C@2D → i10<<, 8i, −5, 5<D;
ta1= Table@8x1ê. 8C@1D → −5<, x2 ê.8C@2D → i<<, 8i, −8, 8<D;
gr1= ParametricPlot@Evaluate@taD, 8t, −3, 0.5<,

DisplayFunction→ IdentityD;
gr2= ParametricPlot@Evaluate@ta1D, 8t, −4, 5<,

DisplayFunction→ IdentityD;
Show@8gr1, gr2<, DisplayFunction→ $DisplayFunctionD

::x1@tD →
1

t− C@1D , x2@tD → Æ−tC@2D>>
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3. ∆ιακλάδωση διχάλας 

::x1@tD →
Æt

Æt− ÆC@1D , x2@tD → Æ−tC@2D>>eq1= x1'@tDm mx1@tD−Hx1@tDL^2;
eq2= x2'@tDm −x2@tD;
m= 1;

sol1= DSolve@8eq1,eq2<,8x1@tD,x2@tD<,tD
xx= x1@tDê.sol1@@1DDê.8C@1D→ Log@cD< Æt

−c+Æt

x1= x1@tDê.sol1@@1DD;
x2= x2@tDê.sol1@@1DD;
ta1= Table@8x1ê.8C@1D→ 2.398<,x2ê.8C@2D→ i<<,8i,−5, 5<D;
ta2= Table@8x1ê.8C@1D→ −1.0986<,x2ê.8C@2D →i<<,8i,−5, 5<D;
ta3= Table xx . c→ −9 ,x2 . C 2 →i , i,−5, 5 ;@8 ê 8 < ê 8 @ D << 8 <D

-0.25 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5

-6

-4

-2

2

4

6gr1= ParametricPlot@Evaluate@ta1D, 8t, −0.8,1<,
DisplayFunction→ IdentityD;

gr2= ParametricPlot@Evaluate@ta2D, 8t,0,3<,
DisplayFunction→ IdentityD;

gr3= ParametricPlot@Evaluate@ta3D, 8t, −0.8,5<,
DisplayFunction→ IdentityD;

Show@8gr1,gr2,gr3<,AxesOrigin→ 80,0<,
DisplayFunction→ $DisplayFunctionD

x2 

x1 

 
Θεωρούµε το σύστηµα διαφορικών εξισώσεων 

3
1 1

2 2

,
.

1x mx x
x x

= −
= −

�
�

 

όπου  σταθερή παράµετρος. Το παραπάνω σύστηµα για την τιµή της παραµέτρου  
παρουσιάζει διακλάδωση διχάλας (pitchfork). Τα σηµεία ισορροπίας του συστήµατος είναι 
τα 

m 0m =

 
1 2

1 2

1 2

0, 0,

, 0

, 0

x x

x m x

x m x

= =

= = ,

.= − =

 

 
Παρατηρούµε ότι για  έχουµε ένα σηµείο ισορροπίας, το (0,0), για  όλα τα 
σηµεία ισορροπίας συµπίπτουν σε ένα στο (0,0), ενώ για  έχουµε τρία σηµεία 
ισορροπίας.  

0m < 0m =
0m >

Το παρακάτω πρόγραµµα προσδιορίζει τα σηµεία αυτά και το είδος της γραµµικής 
τους ευστάθειας: 
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Παρατηρούµε ότι για  το µοναδικό σηµείο ισορροπίας (0,0) είναι ευσταθής κόµβος, 
ενώ µόλις το γίνει θετικό, το σηµείο αυτό γίνεται σάγµα (δηλαδή ασταθές σηµείο) και 
συγχρόνως εµφανίζονται τα δύο άλλα σηµεία ισορροπίας, τα οποία είναι ευσταθείς κόµβοι. Η 
διακλάδωση αυτή ονοµάζεται διακλάδωση διχάλας. Παρακάτω σχεδιάζουµε το διάγραµµα 
διακλάδωσης, δηλαδή τη θέση 1x  των σηµείων ισορροπίας συναρτήσει του . m

0m <
m

@ D 8 <

f1= m x1− x1^3;

f2= −x2;

sol= Solve@8f1m 0, f2m 0<, 8x1, x2<D 98x1→ 0, x2→ 0<, 9x2→ 0, x1 → −
è m=, 9x2→ 0, x1 →

èm ==
Ja@x1_, x2_D = 88D@f1, x1D, D@f1, x2D<,8D@f2, x1D, D@f2, x2D<<;
A1= Ja@0, 0D
Eigenvalues@A1D
A2= Ja@Sqrt@mD, 0D
Eigenvalues@A2D
A3= Ja@−Sqrt@mD, 0D
Eigenvalues A3

88m, 0<, 80, −1<<8−1, m<88−2m, 0<, 80, −1<<8−1, −2m<88−2m, 0<, 80, −1<<
−1, −2m

x1= x1ê. sol@@1DD;
x11= x1ê. sol@@2DD;
x12= x1ê. sol@@3DD;
Plot@8x1, x11, x12<, 8m, −2, 2<D

-2 -1 1 2

-1

-0.5

0.5

1

x1 

m 

 
Το σύστηµα αυτό δεν µπορεί να λυθεί αναλυτικά µε τις συναρτήσεις που διαθέτει η 
Mathematica, συνεπώς χρησιµοποιούµε την εντολή NDSolve για την αριθµητική του 
επίλυση, επιλέγοντας πρώτα την τιµή 1m =  
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-0.4 -0.2 0.2 0.4

-2

-1

1

2

eq1= x1'@tDm m x1@tD −x1@tD^3;
eq2= x2'@tDm −x2@tD;
m = −1;

sol1= Table@NDSolve@8eq1, eq2, x1@0Dm i, x2@0D m 2<,8x1@tD, x2@tD<, 8t, 0, 4<D, 8i, −1, 1, 0.2<D;
sol1=

Table@8x1= x1@tD ê. sol1@@iDD, x2= x2@tD ê. sol1@@iDD<,8i, 1, Length@sol1D<D;
sol2= Table@NDSolve@8eq1, eq2, x1@0Dm i, x2@0D m −2<,8x1@tD, x2@tD<, 8t, 0, 4<D, 8i, −1, 1, 0.2<D;
sol2=

Table@8x11= x1@tD ê. sol2@@iDD, x21= x2@tD ê. sol2@@iDD<,8i, 1, Length@sol2D<D;

gr1 = ParametricPlot@Evaluate@sol1D, 8t, 0, 4<,
DisplayFunction→ IdentityD;

gr2 = ParametricPlot@Evaluate@sol2D, 8t, 0, 4<,
DisplayFunction→ IdentityD;

Show@8gr1, gr2<, AxesOrigin→ 80, 0<,
DisplayFunction→ $DisplayFunctionD

x1 

x2 

Παρατηρήστε ότι σχηµατίσαµε δύο πίνακες, ένα µε  και ένα µε . Στη 
συνέχεια σχεδιάζουµε το φασικό πορτρέτο χρησιµοποιώντας τις εντολές ParametricPlot και 
Show. Παρατηρούµε ότι το σηµείο ισορροπίας είναι ευσταθής κόµβος. Στη συνέχεια 
υπολογίζουµε τη λύση για την περίπτωση  και σχεδιάζουµε το φασικό πορτρέτο. 

2 (0) 2x = 2 (0) 2x = −

0m =

 

-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 2
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1

1.5

2
x1 

x

eq1= x1'@tD m m x1@tD − x1@tD^3;
eq2= x2'@tD m −x2@tD;
m = 0;

sol1= Table@NDSolve@8eq1, eq2, x1@0D m i, x2@0D m 2<,8x1@tD, x2@tD<, 8t, 0, 16<D, 8i, −1, 1, 0.2<D;
sol1=

Table@8x1= x1@tD ê. sol1@@iDD, x2= x2@tD ê. sol1@@iDD<,8i, 1, Length@sol1D<D;
sol2= Table@NDSolve@8eq1, eq2, x1@0D m i, x2@0D m −2<,8x1@tD, x2@tD<, 8t, 0, 16<D, 8i, −1, 1, 0.2<D;
sol2=

Table@8x11= x1@tD ê. sol2@@iDD, x21= x2@tD ê. sol2@@iDD<,8i, 1, Length@sol2D<D;

gr1= ParametricPlot@Evaluate@sol1D, 8t,0,16<,
DisplayFunction→ IdentityD;

gr2= ParametricPlot@Evaluate@sol2D, 8t,0,16<,
DisplayFunction→ IdentityD;

Show@8gr1, gr2<, PlotRange→ 88−2,2<, 8−2, 2<<,
DisplayFunction→ $DisplayFunctionD

To σηµείο (0,0) είναι µη γραµµικός ευσταθής κόµβος (µη υπερβολικό σηµείο του οποίου το 
αντίστοιχο γραµµικό σύστηµα είναι ευσταθής κόµβος). Τέλος υπολογίζουµε τη λύση και 
σχεδιάζουµε το φασικό πορτρέτο για τη θετική τιµή 1m = . 
 
eq1= x1'@tDm m x1@tD −x1@tD^3;
eq2= x2'@tDm −x2@tD;
m = 1;  
sol1 = Table@NDSolve@8eq1, eq2, x1@0D m i, x2@0D m 2<,8x1@tD, x2@tD<, 8t, 0, 4<D, 8i, −1, 1, 0.2<D;
sol1 =

Table@8x1 = x1@tD ê. sol1@@iDD, x2 = x2@tD ê. sol1@@iDD<,
i, 1, Length sol18 @ D<D  
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sol2 = Table@NDSolve@8eq1, eq2, x1@0D m i, x2@0D m −2<,8x1@tD, x2@tD<, 8t, 0, 4<D, 8i, −1, 1, 0.2<D;
sol2 =

Table@8x11 = x1@tD ê. sol2@@iDD, x21 = x2@tD ê. sol2@@iDD<,
i, 1, Length sol2  8 @ D<D

sol3 = Table@NDSolve@8eq1, eq2, x1@0D m −2, x2@0D m i<,8x1@tD, x2@tD<, 8t, 0, 4<D, 8i, −2, 2, 0.5<D;
sol3 =

Table@8x12 = x1@tD ê. sol3@@iDD, x22 = x2@tD ê. sol3@@iDD<,
i, 1, Length sol3 ;  8 @ D<D

sol4 = Table@NDSolve@8eq1, eq2, x1@0D m 2, x2@0D m i<,8x1@tD, x2@tD<, 8t, 0, 4<D, 8i, −2, 2, 0.5<D;
sol4 =

Table@8x13 = x1@tD ê. sol4@@iDD, x23 = x2@tD ê. sol4@@iDD<,
i, 1, Length sol4 ;8 @ D<D  

 
Σχηµατίζουµε τέσσερις διαφορετικούς πίνακες. Οι δύο πρώτοι αντιστοιχούν σε  
και οι δύο επόµενοι σε . 

2 (0) 2x = ±

1(0) 2x = ±

 
Στα σηµεία ( 1  υπάρχουν δύο ευσταθείς κόµβοι ενώ το (0,0) είναι σάγµα. ,0)±
 
4. ∆ιακλάδωση Hopf 

2 2
1 2 1 1 2

2 2
2 1 2 1 2

( ),

( ).

x x x m x x

x x x m x x

= − + − −

= + − −

�
�

m
0m <

 
Θεωρούµε το σύστηµα διαφορικών εξισώσεων 

 

όπου  σταθερή παράµετρος. Το µοναδικό σηµείο ισορροπίας του συστήµατος είναι το 
(0,0), το οποίο, όπως θα διαπιστώσουµε, για  είναι ευσταθής εστία, ενώ για  
γίνεται ασταθής εστία και συγχρόνως εµφανίζεται ένας ευσταθής οριακός κύκλος. Η 
διακλάδωση αυτή ονοµάζεται διακλάδωση Hopf.  

0m >

 Τo παρακάτω πρόγραµµα βρίσκει τα  σηµεία ισορροπίας και τη γραµµική ευστάθεια: 

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

gr1= ParametricPlot@Evaluate@sol1D, 8t, 0, 4<,
DisplayFunction→ IdentityD;

gr2= ParametricPlot@Evaluate@sol2D, 8t, 0, 4<,
DisplayFunction→ IdentityD;

gr3= ParametricPlot@Evaluate@sol3D, 8t, 0, 4<,
DisplayFunction→ IdentityD;

gr4= ParametricPlot@Evaluate@sol4D, 8t, 0, 4<,
DisplayFunction→ IdentityD;

Show@8gr1, gr2, gr3, gr4<, AxesOrigin → 80, 0<,
DisplayFunction→ $DisplayFunctionD

f1 = −x2 + x1 Hm −x1^2 − x2^2L;
f2 = x1 + x2 Hm − x1^2− x2^2L;
Solve@8f1m 0, f2m 0<, 8x1, x2<D
Ja@x1_, x2_D = 88D@f1, x1D, D@f1, x2D<,8D@f2, x1D, D@f2, x2D<<;
A1 = Ja@0, 0D
Eigenvalues@A1D

88x1 → 0, x2 → 0<<
88m, −1<, 81, m<<8−Ç + m, Ç + m<

x1

x2
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Παρατηρούµε ότι οι ιδιοτιµές του Ιακωβιανού πίνακα είναι µιγαδικές συζυγείς, ενώ το 
πρόσηµο του πραγµατικού τους µέρους είναι αυτό του .  Συνεπώς, όταν  m , το σηµείο 
ισορροπίας (0,0) είναι ευσταθής εστία, ενώ όταν , το σηµείο αυτό είναι ασταθής εστία. 
Για  οι ιδιοτιµές είναι καθαρά φανταστικές και στο γραµµικοποιηµένο σύστηµα 
αντιστοιχεί σε κέντρο. Όµως το σηµείο είναι µη υπερβολικό και το θεώρηµα Hartman – 
Grobman δεν ισχύει. Το σηµείο ισορροπίας του µη γραµµικού συστήµατος εξακολουθεί να 
είναι ευσταθής εστία. Μπορούµε να  αποδείξουµε ότι για θετικό  υπάρχει οριακός κύκλος 
ως εξής: Γράφουµε τις εξισώσεις σε πολικές συντεταγµένες: 

m
0

0<
m >

0m =

m

2( )

1,

r r m r

ϑ

= −

=

�
�

,
 

και παρατηρούµε ότι η πρώτη εξίσωση έχει την προφανή λύση 2r m= =σταθ. Η λύση αυτή 
είναι µία κλειστή περιοδική τροχιά, που παριστάνεται στο χώρο φάσης από ένα κύκλο 
ακτίνας m . 
 
Το σύστηµα δε µπορεί να επιλυθεί αναλυτικά και χρησιµοποιούµε πάλι την NDSolve. 
Εργαζόµαστε πρώτα για µια αρνητική τιµή, π.χ. 0.01m = − . 
 
eq1 = x1'@tD == −x2@tD + x1@tD Hm − x1@tD^2− x2@tD^2 L;
eq2 = x2' t m x1 t + x2 t  m − x1 t ^2 − x2 t ^2 ;  @
m = −0.1;  

D @ D @ D H @ D @ D L
sol = Table@NDSolve@8eq1, eq2, x1@0D m 0.5i, x2@0D m 1<,8x1@tD, x2@tD<, 8t, 0, 15<D, 8i, −2, 2<D;
sol = Table@8x1= x1@tD ê. sol@@iDD, x2 = x2@tD ê. sol@@iDD<,

i, 1, 5 ;8 <D  
 
Το παρακάτω πρόγραµµα σχεδιάζει το διανυσµατικό πεδίο και το πορτρέτο του χώρου 
φάσεων. 
 

 
Στη συνέχεια επαναλαµβάνουµε την εργασία για 0m =  και παίρνουµε το φασικό πορτρέτο 
του σχήµατος 11 (αριστερά). Παρατηρούµε ότι η ασυµπτωτική σύγκλιση στο σηµείο 
ισορροπίας είναι πολύ βραδύτερη. Τέλος επιλέγουµε την θετική τιµή  και 
υπολογίζουµε τις φασικές τροχιές για δύο οµάδες αρχικών συνθηκών, µία στο εξωτερικό και 
µία στο εσωτερικό του οριακού κύκλου. Το αντίστοιχο φασικό πορτρέτο παρουσιάζεται στο 
σχήµα 11 (δεξιά). 

0.3m =

-1 -0.75 -0.5 -0.25 0.25 0.5 0.75 1
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0.25

0.5
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1

<<Graphics̀ PlotField̀

gr2= PlotVectorField@8−x21+x11Hm −x11^2−x21^2L,
x11 +x21 Hm −x11^2−x21^2L<, 8x11, −1, 1<,8x21, −1, 1<, DisplayFunction→ IdentityD;

gr1= ParametricPlot@Evaluate@solD, 8t, 0, 15<,
DisplayFunction→ IdentityD;

Show@8gr1, gr2<, AxesOrigin→ 80, 0<,
PlotRange→ 88−1, 1<, 8−1, 1<<,
DisplayFunction→ $DisplayFunctionD
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Σχήµα 11. Φασικό πορτρέτο για m=0. Τροχιές που τείνουν σε οριακό κύκλο για m=0.3 

Όλες οι τροχιές συγκλίνουν ασυµπτωτικά στον κύκλο 0.548r m= ≈  ο οποίος είναι ο 
ευσταθής οριακός κύκλος του συστήµατος. Για να δούµε καλύτερα τον οριακό κύκλο 
µπορούµε να τρέξουµε το παραπάνω πρόγραµµα µόνο για τις εξωτερικές τροχιές (το gr1) και 
να σχεδιάσουµε µόνο την ασυµπτωτική συµπεριφορά των φασικών τροχιών, για µεγάλους 
χρόνους, παραλείποντας την παροδική συµπεριφορά για χρόνους µικρότερους του . 10t =
 
gr1 = ParametricPlot Evaluate sol , t, 10, 20 ;  @ @ D 8 <D
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Κεφάλαιο 6ο 
Μη Αυτόνοµα Συστήµατα  Ενός Βαθµού Ελευθερίας.   
 
 
6.1 Εισαγωγή  
 
Όπως αναφέρθηκε στο 2ο κεφάλαιο ένα σύστηµα χαρακτηρίζεται µη αυτόνοµο όταν στις 
εξισώσεις του υπάρχει ο χρόνος (δηλαδή η ανεξάρτητη µεταβλητή των διαφορικών 
εξισώσεων). Έτσι για έναν βαθµό ελευθερίας θα έχουµε το σύστηµα 

 ( , , ) , 0fx f x x t
t

∂
= ≠

∂
�� �  (44) 

ή ισοδύναµα 
 , ( , , )x p p f x p t= =� �  (45) 
Αν στο δεύτερο µέλος της (44) δεν υπάρχει η µεταβλητή x� (ή η p στην (45)) το σύστηµα 
είναι Χαµιλτονιανό (και κατά συνέπεια διατηρητικό) µε συνάρτηση Hamilton την  

 21( , ) ( , ) , ( , )
2

H x p p U x t U f x t dx= + = −∫  (46) 

Έτσι οι κανονικές εξισώσεις  / , /x H p p H x= ∂ ∂ = −∂ ∂� � συµπίπτουν µε τις (45). Αν  
το σύστηµα είναι µη διατηρητικό.  /f x∂ ∂ ≠� 0

       Για τα µη αυτόνοµα συστήµατα ορίζεται ο επεκτεταµένος χώρος φάσεων που 
συµπεριλαµβάνει και τον άξονα του χρόνου. Για το σύστηµα (44) ο χώρος αυτός είναι ο 
τρισδιάστατος χώρος  txp. Από κάθε σηµείο του χώρου αυτού περνάει µια και µόνο λύση του 
συστήµατος. Ο χώρος xp (δηλαδή ο χώρος φάσεων του αυτόνοµου συστήµατος) είναι µια 
προβολή του επεκτεταµένου χώρου φάσεων όπου οι τροχιές εν γένει τέµνονται.  
 Παρακάτω θα ασχοληθούµε µε το σύστηµα της µορφής 
 3 cosx ax bx dx f t= − − +�� �  (47) 
όπου a,b,d και f πραγµατικές παράµετροι του συστήµατος. Για b=0 η (47) είναι γραµµική και, 
όπως θα δούµε στην επόµενη παράγραφο, η δυναµική της γίνεται πλήρως γνωστή µέσα από 
τις αναλυτικές της λύσεις. Για b≠0 το σύστηµα γίνεται µη γραµµικό λόγω της ύπαρξης του 
κυβικού όρου x3 και η συµπεριφορά του συστήµατος αλλάζει σηµαντικά παρουσιάζοντας νέα 
δυναµικά χαρακτηριστικά. 
 
6.2 Γραµµικές περιπτώσεις 
  
Θεωρώντας  b=0, µπορούµε να µελετήσουµε το σύστηµα µε τον παρακάτω κώδικα, όπου 
γίνεται χρήση των αναλυτικών λύσεων που προκύπτουν από την Dsolve (Πρόγραµµα 
6.1α) 

Clear@"Global̀ ∗"D
a= −1; b= 0; d =0; f= 0;

deq1= x'@tD == p@tD;
deq2= p'@tDm ax@tD − bx@tD3 − dp@tD + fCos@tD;
sol= DSolve deq1,deq2, x 0 m x0, p 0 m p0 , x t , p t , t FullSimplify  @8 @ D @ D < 8 @ D @ D< D êê
ic = 8x0→ ?? , p0→??}

xx@t_D = x@tD ê. sol@@1DD ê. ic
pp@t_D = p@tD ê. sol@@1DD ê. ic
Plot@xx@tD, 8t, 0, 100<D
Plot@pp@tD, 8t, 0, 100<D
ParametricPlot xx t , pp t , t, 0, 100 ;@8 @ D @ D< 8 <D  
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Στη θέση των συµβόλων ?? εισάγουµε συγκεκριµένες τιµές για τις παραµέτρους και τις 
αρχικές συνθήκες x(0) και p(0). 
 
Εξετάζουµε την (47) µε b=0 για τις παρακάτω ειδικές περιπτώσεις 
  
α)   a<0, d=f=0.    Το σύστηµα γίνεται ο αρµονικός ταλαντωτής  2x xω= −�� , όπου ω=|a|1/2 η 
κυκλική συχνότητα.  Το x εκτελεί περατωµένες ταλαντώσεις  που δίνονται από την γενική 
λύση  

 
0

0
0 0

0 0

( ) cos sin
, (0), (0)

( ) cos sin

px t x t t
x x p p

p t p t x t

ω ω
ω

ω ω ω

= +
= =

= +
 (48) 

  και το φασικό διάγραµµα xp είναι αυτό του παραδείγµατος 2-1. 
 
β) Επιβάλλουµε στο παραπάνω σύστηµα απώλειες θέτοντας d>0. Το σύστηµα παίρνει τη 
µορφή  
 2x x dxω= − −�� �  (49) 
µε σηµείο ισορροπίας το (0,0) και µε γενική λύση 

 1 2

2 2

1 2 1,2
4( ) , , για 2

2
r t r t d dx t c e c e r dω ω− ± −

= + = ≠  (50) 

Παρατηρούµε ότι για d>2ω (µεγάλη τριβή) οι r1και r2 είναι πραγµατικές και αρνητικές και το 
σηµείο ισορροπίας γίνεται ευσταθής κόµβος. Για d<2ω (µικρή τριβή) οι r1και r2 είναι 
µιγαδικές µε αρνητικό πραγµατικό µέρος και το σηµείο ισορροπίας γίνεται ευσταθής εστία. 
Και για τις δύο περιπτώσεις έχουµε  
 lim ( ) 0, lim ( ) 0

t t
x t p t

→∞ →∞
= =  (51) 

γ) Θεωρούµε τον αρµονικό ταλαντωτή χωρίς τριβές (d=0) αλλά µε εξωτερική διέγερση (f≠0) 
 2 cosx x fω+ =�� t

i i

 (52) 
Η (52) είναι γραµµική µη οµογενής και για ω≠1 έχει γενική λύση την   
 1 2( ) ( ; ) cos sin , ( , )ax t x t A t A t A A fω ω= + + =  (53) 
όπου xa(t,ω)  η περιοδική λύση του αρµονικού ταλαντωτή. Η (53) εκφράζει περατωµένες 
ταλαντώσεις µε δύο κυκλικές συχνότητες ω1=ω και ω2=1.  Αν ω1=µ/ν∈Q (µ,ν πρώτοι µεταξύ 
τους ακέραιοι) τότε έχουµε  
 ( ) ( 2 )x t x t πν= +  (54) 
δηλαδή η κίνηση είναι περιοδική µε περίοδο Τ=2πν και ονοµάζεται τροχιά “περιόδου ν”.  
Αν όµως το ω1 είναι άρρητος η τροχιά καλείται ηµιπεριοδική και η προβολή της στο χώρο 
xp δεν κλείνει αλλά γεµίζει πυκνά µια περιοχή του καθώς t→¶.  
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Σχήµα 12 Περιοδική τροχιά περιόδου 2 (T=4π) του συστήµατος (52) για ω=1/2 (a=-1/4) και f=1. 
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Σχήµα 13 Ηµι-περιοδική τροχιά (για 100 χρονικές µονάδες) του συστήµατος (52) για ω=1/◊5 (a=-1/5) 
και f=1.  

 
δ) Στην τελευταία περίπτωση θεωρούµε όλους τους γραµµικούς όρους της (47) µε a<0, d>0, 
f≠0 :  
 2 cosx x dx f tω= − − +�� �  (55) 
Η γενική λύση της (55) γράφεται ως 
 1 2( ) ( ) cos sin , ( , , )d i ix t x t A t A t A A f dω= + + =  (56) 
όπου xd(t)  η λύση του οµογενούς µέρους της (55) που είναι της µορφής  (50). Αφού η  xd(t) 
τείνει ασυµπτωτικά στο µηδέν, θα έχουµε  
 1 2lim ( ) cos sin

t
x t A t A

→∞
t= +  (57) 

∆ηλαδή οι λύσεις της (55) τείνουν να γίνουν περιοδικές µε περίοδο Τ=2π (περίοδος 
εξωτερικής διέγερσης). Στο χώρο xp οι τροχιές γενικά τείνουν σε ένα κύκλο µε ακτίνα 
R=A1

2+A2
2 που εξαρτάται από τις παραµέτρους του συστήµατος. Έχουµε, λοιπόν την 

παρουσία  ευσταθούς οριακού κύκλου µε κέντρο το (0,0) για κάθε τιµή των παραµέτρων (στο 
διάστηµα που τις ορίσαµε).   
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Σχήµα 14 Τροχιά  (για 100 χρονικές µονάδες) του συστήµατος (55) για α=-1/3, d=1/5) και f=1. Η 
τροχιά ξεκινάει από τη θέση x(0)=0.5 και p(0)=0 και τείνει σε οριακό κύκλο καθώς tö¶.    

 

6.3.  Η τοµή Poincare 
 
Για τα µη αυτόνοµα συστήµατα ενός βαθµού ελευθερίας που περιγράψαµε στην 
προηγούµενη παράγραφο (περιπτώσεις γ και δ), οι τροχιές στο χώρο xp, που αποτελεί 
προβολή του επεκτεταµένου χώρου φάσεων, γενικά τέµνονται είτε µε τον εαυτό τους ή µε 
άλλες τροχιές που αντιστοιχούν σε διαφορετικές αρχικές συνθήκες. Έτσι ο παραπάνω χώρος 
δεν δίνει µια σωστή εποπτεία της δυναµικής του συστήµατος.  Η τοµή Poincare (ή 
απεικόνιση Poincare) ορίζεται και πάλι από το επίπεδο xp αλλά απεικονίζονται σε αυτό µόνο 
τα σηµεία της τροχιάς που αντιστοιχούν στις χρονικές στιγµές t=kTδ, k=0,1,2…, όπου Τδ η 
περίοδος της εξωτερικής διέγερσης που για το σύστηµα (47) είναι ίση µε 2π. Άρα η τοµή 
Poincare αποτελείται από τα σηµεία 
 ( , ), ( ), ( ), 2k k k k k k k kP x p x x t p p t t kπ= = = =  (58) 
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Σχήµα 15 Τοµή Poincare. Τα σηµεία της τροχιάς που αντιστοιχούν στις χρονικές στιγµές t=2kπ 
προβάλλονται σε ένα επίπεδο xp.  

Σε συνέχεια του προγράµµατος 6.1α, τα σηµεία της τοµής Poincare µπορούν να 
υπολογιστούν άµεσα µε τον παρακάτω κώδικα,  όπου αποθηκεύονται σε µια λίστα (ldata) 
και στη συνέχεια απεικονίζονται γραφικά. Στην παράµετρο Npoints εισάγουµε τον αριθµό 
των σηµείων που θα σχεδιαστούν.    
(Πρόγραµµα 6.1β) 

Npoints= ??;

ldata= 8<
For@k= 0,k≤ Npoints,k++,T =2∗ π ∗k; AppendTo@ldata, 8xx@TD, pp@TD<D;D
ListPlot ldata,AxesLabel−> "x","p"@ 8 <D  

  
Μια απλή περιοδική τροχιά (περιόδου 1 ή Τ=2π)  απεικονίζεται στην τοµή Poicare  µε ένα 
σηµείο. Μια περιοδική τροχιά περιόδου ν (Τ=2νπ) απεικονίζεται µε ν σηµεία (σχήµα 5α). 
Μια ηµιπεριοδική τροχιά απεικονίζεται µε έναν άπειρο αριθµό σηµείων που σχηµατίζουν για 
tö¶ µια κλειστή καµπύλη που ονοµάζεται αναλλοίωτος κύκλος (σχήµα 5β). Μια τροχιά 
που τείνει προς έναν οριακό κύκλο περιόδου 1, απεικονίζεται από έναν άπειρο αριθµό 
σηµείων τα οποία όµως τείνουν προς ένα σηµείο P* που αντιστοιχεί στον οριακό κύκλο 
(σχήµα 5γ). Αν ο οριακός κύκλος είναι περιόδου ν τότε τα αντίστοιχα σηµεία του στην τοµή 
τείνουν σε ν σηµεία.    
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Σχήµα 16. Τοµές Poincare που αντιστοιχούν α) στην περιοδική τροχιά περιόδου 2 του σχήµατος 1 β) 
στην ηµιπεριοδική τροχιά του σχήµατος 2 (µόνο 30 σηµεία. Για tö¶ τα σηµεία πυκνώνουν και 
σχηµατίζουν µια αναλλοίωτη κλειστή καµπύλη)  γ) στην τροχιά του σχήµατος 3 που τείνει σε οριακό 
κύκλο. Μετά τα πέντε πρώτα σηµεία που φαίνονται διασκορπισµένα, η τροχιά τέµνει την τοµή σχεδον 
στο σηµείο Ρ*.   

Κάθε σηµείο της τοµής Poincare αντιστοιχεί σε συγκεκριµένες αρχικές συνθήκες  για το 
σύστηµα. Από κάθε σηµείο της τοµής περνάει µια και µόνο τροχιά.  
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6.4. Το µη γραµµικό διατηρητικό σύστηµα 
 
Εισάγουµε στο σύστηµα µας τον µη γραµµικό όρο x3 θέτοντας b≠0:   
 3 cosx ax bx f t= − +��  (59) 
Η αντίστοιχη συνάρτηση Hamilton προκύπτει από τη σχέση (46).  Για f=0 το σύστηµα είναι 
αυτόνοµο ενός βαθµού ελευθερίας µε συνάρτηση δυναµικού την 

 2 4

2 4
a bU x= − + x  (60) 

Θα θεωρήσουµε a=b=1, τιµές για τις οποίες έχουµε µόνο περατωµένες τροχιές, δύο ευσταθή 
σηµεία ισορροπίας για x=-1  και x=1 και ένα ασταθές σηµείο ισορροπίας για x=0. Η δυναµική 
του συστήµατος απεικονίζεται στο φασικό διάγραµµα του σχήµατος 6. Έχουµε γενικά µη 
αρµονικές ταλαντώσεις είτε γύρω από τα ευσταθή σηµεία ισορροπίας για ενέργεια Ε<0 είτε 
γύρω και από τα δύο σηµεία για Ε>0. Στο σηµείο (0,0) ξεκινούν και καταλήγουν οι ασταθείς 
και ευσταθείς πολλαπλότητες που σχηµατίζοντας την διαχωριστική καµπύλη του 
συστήµατος.  
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Σχήµα 17 Το δυναµικό και το φασικό διάγραµµα του συστήµατος (59) για f=0 και a=b=1. 

      Εισάγοντας τον όρο της εξωτερικής διέγερσης (f≠0) έχουµε ένα διατηρητικό µη αυτόνοµο 
µη γραµµικό σύστηµα. Αντί του φασικού διαγράµµατος του σχήµατος 6 πρέπει να 
χρησιµοποιηθεί η τοµή Poincare για την εποπτεία της δυναµικής του συστήµατος. 
Θεωρώντας µια µικρή τιµή για την εξωτερική διέγερση (f=0.002) παίρνουµε την τοµή 
Poincare του σχήµατος 7. Οι αρχικές συνθήκες, που αντιστοιχούσαν σε περιοδικές τροχιές 
για το αυτόνοµο σύστηµα, µετατρέπονται εν γένει σε ηµιπεριοδικές τροχιές (βλ. Σχήµα 8α) 
και σχηµατίζουν αναλλοίωτους κύκλους πάνω στην τοµή.  Όµως ανάµεσα σε αυτούς 
µπορούµε να διακρίνουµε τροχιές που δίνουν πεπερασµένο αριθµό σηµείων στην τοµή και 
κατά συνέπεια αντιστοιχούν σε περιοδικές τροχιές πολλαπλής περιόδου (πχ για p(0)=0, 
x(0)≈0.695 έχουµε περιοδική τροχιά περιόδου 3). Αυτό συµβαίνει σε περιοχές όπου η 
αντίστοιχη τροχιά του αυτόνοµου συστήµατος έχει περίοδο 2πq, q∈Q. Στις αριθµητικές 
µελέτες, λόγω της πεπερασµένης ακρίβειας των αριθµών, η παραπάνω συνθήκη ισχύει πάντα. 
‘Όµως ο παρανοµαστής του q είναι γενικά µεγάλος αριθµός και τα σηµεία στην τοµή 
φαίνεται στη πράξη να σχηµατίζουν µια συνεχή καµπύλη.   
       Τα ευσταθή σηµεία ισορροπίας για f=0 µετατρέπονται σε ευσταθείς περιοδικές τροχιές 
περιόδου 1 (Τ=2π). Επίσης εµφανίζονται δύο ακόµη περιοδικές τροχιές περιόδου 1, µια 
ευσταθής και µια ασταθής, στις θέσεις x≈±1.715 οι οποίες προκαλούν µια σηµαντική 
διαφοροποίηση στην τοπολογία µεταξύ του φασικού διαγράµµατος του σχήµατος 5 και της 
τοµής του σχήµατος 6. Την εµφάνιση νέων ευσταθών περιοδικών τροχιών περιόδου 1 
παρατηρούµε και στα σηµεία p(0)=0, x(0)≈±0.25. Πέρα από τις παραπάνω σηµαντικές 
µεταβολές της δυναµικής που επέφερε η µικρή εξωτερική διέγερση, προκύπτει και ένα νέο 
χαρακτηριστικό. Παρατηρούµε ότι γύρω από τις ευσταθείς και ασταθείς πολλαπλότητες στο 
(0,0), οι αρχικές συνθήκες οδηγούν σε τροχιές που απεικονίζονται στην τοµή Poincare µε 
σηµεία που διασκορπίζονται άτακτα και καταλαµβάνουν µια ζώνη πεπερασµένου πλάτους 
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(βλ. Σχήµα 7β). Η χρονική εξέλιξη µιας τέτοιας τροχιάς παρουσιάζεται στο σχήµα 8β και 
δείχνει µια απρόβλεπτη συµπεριφορά.  Οι τροχιές αυτές ονοµάζονται χαοτικές και η περιοχή 
στην οποία εµφανίζονται χαοτική περιοχή. Ειδικότερα για το συγκεκριµένο Χαµιλτονιανό 
σύστηµα το χάος χαρακτηρίζεται ως οµοκλινικό και προκύπτει από µια πολύπλοκη δοµή που 
δηµιουργούν οι ευσταθείς και ασταθείς πολλαπλότητες του συστήµατος (βλ. Σ. Ιχτιάρογλου, 
«Εισαγωγή στη Μηχανική Hamilton»).  
 

 
Σχήµα 18  α) Τοµή Poincare για f=0.002. β) Μεγεθύνσεις της τοµής γύρω από το (0,0). 
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Σχήµα 19 Η χρονική εξέλιξη της µεταβλητής x κατά µήκος µιας α) ηµιπεριοδικής τροχιάς (x(0)=0.3, 
p(0)=0)  και β) χαοτικής τροχιάς (x(0)=0.03, p(0)=0).    

 
Αυξάνοντας την παράµετρο f της εξωτερικής διέγερσης, οι χαοτικές περιοχές µεγαλώνουν και 
όλο και περισσότερες αρχικές συνθήκες αντιστοιχούν σε χαοτικές τροχιές (Σχήµα 9). Βασικό 
χαρακτηριστικό των χαοτικών τροχιών είναι η ευαίσθητη εξάρτησή τους από τις αρχικές 
συνθήκες. Αν η τροχιά Τ0 αντιστοιχεί σε αρχικές συνθήκες (x0,p0) τότε η τροχιά Τ1 µε 
αρχικές συνθήκες  (x0+δx ,p0+δp), όπου δx, δp αυθαίρετα µικρές ποσότητες, ενώ αρχικά 
παρουσιάζει την ίδια σχεδόν εξέλιξη µε την Τ0, πολύ γρήγορα αποµακρύνεται και οι δύο 
τροχιές µοιάζουν εντελώς ασυσχέτιστες. Η ευαισθησία αυτή γίνεται επίσης εµφανής αν 
αλλάξουµε την ακρίβεια της αριθµητικής ολοκλήρωσης. Χαοτικές τροχιές που αντιστοιχούν 
στις ίδιες αρχικές συνθήκες αλλά υπολογίζονται µε διαφορετική ακρίβεια ή διαφορετική 
αριθµητική µέθοδο γίνονται αργά ή γρήγορα ασυσχέτιστες.          
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(α) (β)  
Σχήµα 20 Τοµές Poincare για α) f=0.05   β) f=0.2 

      
 
6.5. Το µη γραµµικό σύστηµα µε απώλειες 
 
 Στην παράγραφο αυτή θα εξετάσουµε το σύστηµα (47) για a=b=1, d>0 και f≠0. Έχουµε 
δηλαδή την διατηρητική εξίσωση (59) στην οποία προσθέτουµε τον όρο απωλειών: 
 3 cosx x x dx f t= − − +�� �  (61) 
       Για f=0, λόγω των απωλειών όλες οι τροχιές του συστήµατος καταλήγουν σε ένα από τα 
δύο ευσταθή σηµεία που παρουσιάζει το σύστηµα τα οποία είναι κόµβοι ή εστίες ανάλογα µε 
την τιµή του συντελεστή απωλειών d.   
 
     Για f≠0 η (61) είναι γνωστή ως εξίσωση του Duffing. Στη γραµµική περίπτωση, ο 
συνδυασµός απωλειών και εξωτερικής διέγερσης οδηγεί εν γένει τις λύσεις (που βρίσκονται 
αναλυτικά) σε οριακό κύκλο. Εισάγοντας  τον µη γραµµικό όρο, θα προχωρήσουµε στην 
αριθµητική µελέτη της δυναµικής του συστήµατος για f=0.5 και θεωρώντας ελεύθερη 
παράµετρο το συντελεστή αντίστασης d. Για την προβολή των τροχιών στο επίπεδο xp  
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον παρακάτω κώδικα (Πρόγραµµα 6.5α) : 

Clear@"Global`∗"D
a= 1; b = 1; d= 0.8; f = 0.5;

x0= 0; p0 = 0;

tmax= 2000; tmin = tmax− 100;

deq1= x'@tD m p@tD;
deq2= p'@tD m ax@tD − bx@tD^3− d p@tD + fCos@tD;
sol= NDSolve@8deq1, deq2, x@0D m x0, p@0D m p0<, 8x, p<, 8t, 0, tmax<, MaxSteps → ∞,

AccuracyGoal→ 10, PrecisionGoal→ 10D;
xt= xê. sol@@1DD; pt = p ê.sol@@1DD;
ParametricPlot@8xt@tD, pt@tD<, 8t, tmin, tmax<, PlotRange → 88−2, 2<, 8−2, 2<<,
PlotPoints→ 2000, Frame→ True, FrameLabel→ 8"x", "p"<D

 
Το πρόγραµµα επιλύει το σύστηµα στο χρονικό διάστηµα (0,tmax) αλλά η τροχιά 
παρουσιάζεται στο διάστηµα (tmin,tmax) ώστε να αποκοπεί το µεταβατικό στάδιο µέχρι η 
τροχιά να προσεγγίσει αρκετά την τελική της κατάσταση λόγω των απωλειών.  
         Για µικρές τιµές του συντελεστή αντίστασης (πχ d=0.1), το πλάτος της εξωτερικής 
διέγερσης που θέσαµε είναι αρκετά µεγάλο ώστε το σύστηµα καταλήγει στον οριακό κύκλο 
του σχήµατος 10α που εκτείνεται περίπου στο διάστηµα -1.7<x<1.7. Αντίθετα για µεγάλες 
τιµές της d  (βλ. σχήµα 10β,γ) η τροχιά καταλήγει σε έναν µικρότερο οριακό κύκλο γύρω από 
το σηµείο (1,0) ή (-1,0). Η σύγκλιση της τροχιάς προς τον οριακό κύκλο παρουσιάζει γενικά 
ανώµαλα χαρακτηριστικά µέχρι να προσεγγίσει αρκετά τον  οριακό κύκλο.            
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Σχήµα 21  Οριακοί κύκλοι στις οποίες καταλήγουν οι τροχιές για α) d=0.1  β) d=0.8 για αρχικές 
συνθήκες  x(0)=,p(0)=0  γ) d=0.8  για αρχικές συνθήκες  x(0)=-0.5, p(0)=0.0.  

 
Η τοµή Poincare του συστήµατος µπορεί να υπολογιστεί σε συνέχεια του προγράµµατος 6.5α 
από τον κώδικα (Πρόγραµµα 6.5β)   

data= 8<; t = tmin;

While@t< tmax, AppendTo@data, 8xt@tD, pt@tD<D; t+= 2∗Pi;D;
ListPlot@data, PlotStyle→ 8PointSize@0.02D<, PlotRange→ 88−2, 2<, 8−2, 2<<,
Frame→ True, FrameLabel→ "x", "p"8 <D  

Σχεδιάζουµε και πάλι τα σηµεία που προκύπτουν στο χρονικό διάστηµα  (tmin,tmax).      
Για τις τροχιές του σχήµατος 10, η τοµή Poincare αποτελείται από ένα µοναδικό σηµείο σε 
κάθε περίπτωση δείχνοντας ότι η τροχιά καταλήγει να εξελίσσεται περιοδικά µε περίοδο 2π.   
Όµως µελετώντας το σύστηµα για διάφορες τιµές της παραµέτρου d µπορούµε να 
εντοπίσουµε οριακούς κύκλους µεγαλύτερης περιόδου. Μερικά παραδείγµατα δίνονται στο 
σχήµα 11. 
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Σχήµα 22 Οριακοί κύκλοι µεγάλης περιόδου και οι αντίστοιχες τοµές Poincare α) περιόδου 3 για 
d=0.45   β) περιόδου 5 για d=0.55    γ) περιόδου 6 για d=0.69.   

Όλες οι παραπάνω περιπτώσεις οδηγούν το σύστηµα σε µια τακτική περιοδική εξέλιξη. Όµως 
η µεταβολές στην περιοδικότητα των τροχιών παρατηρούνται για «ακανόνιστες» τιµές ή 
διαστήµατα της παραµέτρου d.  Επίσης, από έναν οριακό κύκλο περιόδου ν, µε µια µικρή 
µεταβολή της παραµέτρου µπορεί να περάσουµε σε οριακό κύκλο περιόδου 2ν και στη 
συνέχεια σε 4ν κ.ο.κ. Το φαινόµενο αυτό ονοµάζεται διπλασιασµός περιόδων και  µέσα σε 
ένα πεπερασµένο, και εν γένει, µικρό διάστηµα µεταβολής της παραµέτρου παίρνουµε έναν 
«οριακό κύκλο άπειρης περιόδου». Η απεικόνιση µιας τέτοιας τροχιάς στη τοµή Poincare 
αποτελείται από ένα σύνολο άπειρων σηµείων που αποτελούν ένα ελκτικό σύνολο (basin of 
attraction) στο οποίο καταλήγουν τα σηµεία της απεικόνισης Poincare όλων των τροχιών του 
συστήµατος (δηλαδή ανεξαρτήτως των αρχικών συνθηκών). Το ελκτικό αυτό σύνολο δεν 
αποτελεί µια καµπύλης διάστασης 1 ούτε και καταλαµβάνει µια περιοχή διάστασης 2 του 
επιπέδου της τοµής. Πρόκειται για ένα µορφοκλασµατικό σύνολο διάστασης  1<n<2 που 
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Κεφ. 6 - Μη Αυτόνοµα Συστήµατα Ενός Βαθµού Ελευθερίας.   
 

παρουσιάζει αυτό-οµοιότητα υπό κλίµακα (self similarity). Ονοµάζεται παράξενος ελκυστής 
(strange attractor) και οι τροχιές παρουσιάζουν µη προβλέψιµη εξέλιξη και µε ευαίσθητη 
εξάρτηση ως προς τις αρχικές συνθήκες, δηλαδή είναι χαοτικές.  Ένα παράδειγµα 
παρουσιάζεται στο σχήµα 12.        
 

(α) (β)

(γ)

 
Σχήµα 23  α)  Παράξενος ελκυστής της εξίσωσης Duffing (d=0.3, f=0.5) β) µια µεγέθυνση του 
ελκυστή.  γ) ένα τµήµα της χρονικής εξέλιξης της µεταβλητής x.  
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Κεφ. 7 - ∆ιακριτά δυναµικά συστήµατα - Απεικονίσεις 
 

 
Κεφάλαιο 7ο.  
∆ιακριτά δυναµικά συστήµατα - Απεικονίσεις 
 
 
Η έννοια του διακριτού δυναµικού συστήµατος περιγράφτηκε συνοπτικά στην παράγραφο 
2.1. Στο κεφάλαιο αυτό θα περιγράψουµε τη δυναµική τους µέσω συγκεκριµένων 
παραδειγµάτων µιας και δύο διαστάσεων. Οι απεικονίσεις που παρουσιάζονται είναι από τις 
πλέον γνωστές στη θεωρία των δυναµικών συστηµάτων.   
 
7.1 Η λογιστική Απεικόνιση 
 
Μια µονοδιάστατη απεικόνιση από τον χώρο των πραγµατικών αριθµών στους πραγµατικούς 
αριθµούς περιγράφεται µε µία σχέση της µορφής 
  (62) 1: , ( ),n nG R R x f x n N+→ = ∈
Το σύνολο των σηµείων {x0,x1,x2,….}αποτελεί µία τροχιά της (62) µε αρχική συνθήκη την 
x=x0.Τα σηµεία για τα οποία ισχύει  x0=xn "n ονοµάζονται σταθερά σηµεία της απεικόνισης 
(fixed points), ενώ τα σηµεία για τα οποία ισχύει xn=xn+k "n ονοµάζονται k-περιοδικά 
σηµεία. Η έννοια της ευστάθειας ορίζεται παρόµοια όπως και στα συνεχή συστήµατα. 

Θεωρούµε την παρακάτω οικογένεια απεικονίσεων 
 ( ) (1 )f x Rx x= −  (63) 
καθώς η παράµετρος R  µεταβάλλεται, η οποία για 4R <  είναι της παρακάτω µορφής: 
gr1= Plot@3.5xH1−xL, 8x, −0.1,1.1<,
DisplayFunction→ IdentityD

Show@8gr1,Graphics@Line@880, 1<, 81, 1<, 81, 0<<DD<,
DisplayFunction→ $DisplayFunctionD  
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1

 
Ασκηση 7.1. Κάντε ένα πρόγραµµα που να σχεδιάζει 
τις τροχιές της λογιστικής απεικόνισης. Τα διαδοχιά 
σηµεία να ενώνονται µε γραµµές για καλύτερη 
εποπτεία. 
  
Στο επίπεδο ( , )x y  η συνάρτηση ( )y f x=  είναι µία παραβολή.  

Η λογιστική απεικόνιση έχει δύο σταθερά σηµεία που βρίσκονται από τη σχέση 
ορισµού των σταθερών σηµείων απεικόνισης  
 ( ) (1 )f x x Rx x x= ⇒ − =  (64). 
Λύνοντας την παραπάνω σχέση ως προς x , βρίσκουµε τα σηµεία  και 0 0x =

1 ( 1) /x R= −

| '( ) | 1f x <

R .  Η γραµµική ευστάθεια των σταθερών σηµείων δίνεται από την απόλυτη 
τιµή της παραγώγου της συνάρτησης υπολογισµένης στο αντίστοιχο σταθερό σηµείο. Αν 

 στο 0x  ή στο 1x , τότε το αντίστοιχο σηµείο είναι γραµµικά ευσταθές και 
ευσταθές για τη µη γραµµική συνάρτηση. Εύκολα υπολογίζεται ότι  για 0( ) |f x <| ' 1

1 1R− < <  και  για 1( ) |f x <| ' 1 1 R 3< < . Εποµένως το µηδέν είναι ευσταθές σταθερό 
σηµείο για 1 1R− < <  και για 1R >  γίνεται ασταθές, ενώ το 1x  είναι ευσταθές σταθερό 
σηµείο για 1  και για  γίνεται ασταθές σταθερό σηµείο. Για  εµφανίζεται 
ένα περιοδικό σηµείο περιόδου δύο το οποίο αποτελεί λύση της εξίσωσης ορισµού ενός 
περιοδικού σηµείου µε περίοδο δύο, δηλαδή  

3R< < 3R > 3=R

 2
2 ( ( )) η ( ) ( ( ))n n nx f f x x f x f f x x+ ′= = = =  (65) 

Η ευστάθεια των περιοδικών σηµείων ορίζεται όπως και αυτή των σταθερών σηµείων 
θεωρώντας την απεικόνιση fk, όπου k η περίοδος.  Το σηµείο περιόδου 2 είναι ευσταθές για  
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Σχήµα 24 . Ο διπλασιασµός περιόδων στην λογιστική απεικόνιση. 

κάποιο διάστηµα τιµών του R ,  2(3, )R  και µετά γίνεται ασταθές. Για 2R R=  

δηµιουργείται ένα περιοδικό σηµείο περιόδου  κ.τ.λ. Γενικώς, για 22 nR R=  δηµιουργείται 

ένα ευσταθές περιοδικό σηµείο περιόδου , το οποίο για 2n
1nR R +=  γίνεται ασταθές και για 

το ίδιο 1nR +  δηµιουργείται ένα ευσταθές περιοδικό σηµείο περιόδου 12n+ . Αυτό το σενάριο, 
που εµφανίζεται συχνά και στις απεικονίσεις και στις διαφορικές εξισώσεις, ονοµάζεται 
σενάριο διπλασιασµού της περιόδου και οδηγεί σε χαοτικά φαινόµενα για µεγαλύτερες τιµές 
της παραµέτρου, πράγµα που θα µελετήσουµε στο επόµενο κεφάλαιο. Για 
R R= ∞ =3.5699456... έχουν εµφανιστεί όλα τα περιοδικά σηµεία περιόδου  και έχουν 
γίνει όλα ασταθή. Ένα µέτρο σύγκλισης των τιµών 

2n n∀

nR στο R∞  είναι ο αριθµός  

 1

1

lim n n

n
n n

R R
R R

δ −

→∞
+

−
=

−
 (66) 

τον οποίο ο Feigenbaum βρήκε αριθµητικά ότι είναι ίσος προς δ = 4.669202.... Ο αριθµός δ  
ονοµάστηκε και παγκόσµια σταθερά γιατί ισχύει για µια µεγάλη οικογένεια µονοδιάστατων 
απεικονίσεων που έχουν ένα µη εκφυλισµένο µέγιστο. Αυτές εµφανίζουν το σενάριο 
διπλασιασµού περιόδου που έχει βρεθεί και θεωρητικά από τους Feigenbaum, Coullet, Collet, 
Eckmann κ.α. Παρόλα αυτά ακόµα παραµένουν αναπάντητα ερωτήµατα και επίσης έχουν 
µελετηθεί αριθµητικά δισδιάστατες απεικονίσεις που εµφανίζουν το σενάριο διπλασιασµού 
περιόδου και δεν έχουν τους ίδιους παγκόσµιους αριθµούς. 

Για , λίγα πράγµατα έχουν αποδειχθεί. Υπάρχει το θεώρηµα του 
Sharkovskii που ισχύει γενικά για µονοδιάστατες απεικονίσεις και κατατάσσει τα περιοδικά 
σηµεία µε κάποια διάταξη (διαφορετική αυτή των φυσικών αριθµών). Αποδεικνύει ότι αν µία 
µονοδιάστατη απεικόνιση 

4R R∞ < <

( )f x
n �

 έχει περιοδικά σηµεία περιόδου , τότε έχει και περιοδικά 
σηµεία περιόδου , όπου  (όπου το σύµβολο  χρησιµοποιείται για να δηλώσει το 
«µεγαλύτερο» σε αυτή τη διάταξη). Το θεώρηµα του Sharkovskii αποτελεί γενίκευση του 
θεωρήµατος των Lee και Yorke  ότι σε µία µονοδιάστατη απεικόνιση αν υπάρχει η περίοδος 
τρία υπάρχουν όλες οι άλλες περίοδοι, µια και στη διάταξη του Sharkovskii . 
Επιπλέον για κάποιες από αυτές τις τιµές 

n
k k �

4
3 n n∀�

R R∞ < <  έχει αποδειχθεί ότι τα περισσότερα 
σηµεία x  έχουν τροχιές που είναι πυκνές στο διάστηµα [0,1]. Αυτό είναι ισοδύναµο µε την 
ιδιότητα της τοπολογικής µεταβατικότητας που είναι µια από τις απαιτήσεις για να υπάρχει 
χάος, αλλά δεν είναι ισοδύναµη µε χάος παρά µόνο µε εργοδικότητα. 

Στο σχήµα 24 παρουσιάζεται το διάγραµµα διακλαδώσεων της λογιστικής 
απεικόνισης, και πιο συγκεκριµένα η θέση των ευσταθών σταθερών σηµείων. Το σχήµα 
µπορεί να προκύψει µε τον παρακάτω κώδικα: 
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Για 4R =  η λογιστική απεικόνιση γράφεται ως ( ) 4 (1 )f x x x= − . Αν κάνουµε τον 
µετασχηµατισµό 2( ) sinx h ϕ ϕ= = , τότε παίρνουµε  

logistic = 8<;
For@a = 2.9, a ≤ 4, a += 0.001,

b = NestList@a∗#∗ H1 − #L &, 0.9, 200D;
For@i = 70, i ≤ 201, i++,

logistic = Append@logistic, 8a, b@@iDD<DDD;
ptsz = 0.007;

ListPlot logistic, PlotStyle → PointSize ptsz@ @ DD

 2 2
1 14 (1 ) sin sin (2 )n n n nx x x nϕ ϕ+ += − → =  (67) 

 
Εποµένως µια και η  είναι συνεχής συνάρτηση, υπάρχει µία ηµισυζυγία που µας πηγαίνει 
από την απεικόνιση Renyi  όπου 

h
1: S Sρ → 1 ρ  είναι η παρακάτω απεικόνιση 

1 2 modn n 1ϕ ϕ+ =  
στη λογιστική απεικόνισης για 4R = , δηλαδή  

( ) ( )h f hρ ϕ ϕ=D D  
(δες σχέση (67) ). Εποµένως τροχιές της ρ  απεικονίζονται σε τροχιές της f  και οι 
τοπολογικές ιδιότητες της ρ  µεταφέρονται σε ίδιες τοπολογικές ιδιότητες της f . 
Αποδεικνύεται µε συµβολική δυναµική ότι το  είναι χαοτικό αναλλοίωτο σύνολο της 
απεικόνισης του Renyi, άρα, εξαιτίας της τοπολογικής ηµισυζυγίας, το [0,1] είναι χαοτικό 
αναλλοίωτο σύνολο της λογιστικής απεικόνισης για 

1S

4R = .  
 
 
7.2 ∆ισδιάστατες Απεικονίσεις – Η απεικόνιση του Henon 
 
Μια δισδιάστατη απεικόνιση G:R2→R2 ορίζεται συνήθως µέσω των σχέσεων 

 1 1

1 2

( , )
, , ,

( , )
n n n

n n
n n n

x g x y
x y R n Z

y g x y
+

+

=
∈ ∈

=
 (68) 

Ξεκινώντας από ένα αρχικό σηµείο P0=(x0,y0) και εφαρµόζοντας την απεικόνιση παίρνουµε 
ένα σύνολο από διακριτά σηµεία  Pi=(xi,yi) στο επίπεδο Οxy το οποίο το ονοµάζουµε τροχιά 
ενώ ο δείκτης i µπορεί να θεωρηθεί ως χρόνος.   Η µετάβαση από το σηµείο Pi(xi,yi) στο 
Pi+1=(xi+1,yi+1) µπορεί να θεωρηθεί σαν ένας µετασχηµατισµός µεταβλητών. Έτσι θα έχουµε 
διατήρηση των εµβαδών αν ο Ιακωβιανός πίνακας της απεικόνισης  

 

1 1 1 1

1 1 2

n n

n n n

n n

n nn n

x x g g

2

nx y x
y y g g

y

x yx y

+ +

+ +

∂ ∂ ∂ ∂   
   ∂ ∂ ∂ ∂  = =
  ∂ ∂ ∂ ∂
   ∂ ∂∂ ∂   

M 


 (69) 

έχει ορίζουσα µονάδα (|detM|=1). Οι δισδιάστατες απεικονίσεις µε αυτή την ιδιότητα 
ονοµάζονται διατηρητικές (area preserving).  
Ως σηµεία ισορροπίας περιόδου 1 (ή σταθερά σηµεία) ορίζουµε τα σηµεία P*=(x*,y*) για τα 
οποία   

 
* * * * *

1 1
* * * * *

1 2

( , )
,

( , )
n n n n

n n n n

x g x y x x
n

y g x y y y
+

+

= = =
∀

= = =
 (70) 
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Θεωρώντας xn=x*+∆xn και yn=y*+∆yn , το γραµµικοποιηµένο σύστηµα γύρω από το σταθερό 
σηµείο παίρνει την µορφή 

 1
( *, *)

1

n
x y

n n

nx x
y y

+

+

∆ ∆  
=  ∆ ∆  

M




 (71) 

Η γραµµική ευστάθεια των σταθερών σηµείων προκύπτει από τις ιδιοτιµές λ1 και λ2 του 
πίνακα Μ.  

Τα  σηµεία περιόδου k ορίζονται µε ανάλογο τρόπο όπως τα σταθερά σηµεία 

 
* ( ) * * * *

1
* ( ) * * * *

2

( , )
,

( , )

k
n k n n n

k
n k n n n

x g x y x x
n

y g x y y y
+

+

= = =
∀

= = =
 (72) 

∆ηλαδή ένα σηµείο περιόδου k αποτελεί σταθερό σηµείο της απεικόνισης 
  (73) ( )

φορες
....

k

k
G G G G= D D D

Η ευστάθεια αυτών των σηµείων µελετάται όπως και στα απλά σταθερά σηµεία µόνο που ο 
πίνακας Μ υπολογίζεται για την απεικόνιση G(k). 

 
Μερικές από τις ιδιότητες των απεικονίσεων (68) θα τις δούµε µέσω της απεικόνισης 

του Henon η οποία γράφεται στη µορφή 

 
2

1

1

1n n

n n

nx ax y
y bx

+

+

= − +
= −

 (74) 

Η ορίζουσα του Ιακωβιανού της πίνακα θα είναι 

 
2 1

det
0

nax
b

b
− 

= − 
 (75) 

Άρα η ορίζουσα είναι διατηρητική για |b|=1 ενώ έχει απώλειες αν |b|<1 (dissipative) 
 
Η διατηρητική περίπτωση 

Θεωρούµε για την απεικόνιση (74) θεωρούµε b=1 και a>-1. Τα σταθερά της σηµεία θα 
προκύψουν από την επίλυση του συστήµατος (70) :  

In[1]:= g1 = 1− ax^2 + y; g2 = −x;

eqs = Solve@8g1 == x, g2m y<, 8x, y<D êê Simplify
Out[2]= ::y →

1 −
è
1 + a

a
, x →

−1+
è
1 + a

a
>, :y →

1 +
è
1 + a

a
, x → −

1+
è
1 + a

a
>>

 
Έχουµε λοιπόν δύο σταθερά σηµεία, κατά σειρά, το Σ1 και το Σ2. Για τις διατηρητικές 
απεικονίσεις  έχουµε είτε λ1=λ2 είτε λ1=eiφ, λ2= e-iφ, δηλαδή ή είναι πραγµατικές και 
αντίστροφες ή είναι συζυγείς µιγαδικές µέτρου µονάδας. Αποδεικνύεται ότι 

 
| ( *, *) | 2
| ( *, *) | 2
Trace x y
Trace x y

ευσταθεια
ασταθεια

<
>

M
M
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Για τα παραπάνω σηµεία θα έχουµε 

In[3]:= M = J D@g1, xD D@g1, yD
D@g2, xD D@g2, yD N;

M1 = M ê. eqs@@1DD; H∗Jacobian for the 1 st fixed point∗L
M2 = M ê. eqs@@2DD ; H∗Jacobian for the 2 nd fixed point∗L
tr1 = Tr@M1D; tr2 = Tr@M2D;
Print@"Trace of M1 = ", tr1, " trace of M2 = ", tr2D;
Print@"Eigenvalues : "D
l1 = Eigenvalues@M1D êê Simplify

l2 = Eigenvalues M2 Simplify  
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@ D êê
 Trace of M1 = −2I−1+

è1+ aM trace of M2 = 2I1+
è1+aM  
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Eigenvalues :

Out[9]= :1−
è1+ a −

"
1+ a− 2è1+ a , 1−

è1+ a +
"
1+ a− 2è1+ a >

Out[10]= 1+
è
1+ a −

"
1+ a+ 2

è
1+ a , 1+

è
1+ a +

"
1+ a+ 2

è
1+ a  : >

Για το σηµείο Σ2 παρατηρούµε ότι |traceM2|>2 για κάθε a>-1, δηλαδή είναι πάντα ασταθές. 
Για το σηµείο Σ1  έχουµε |traceM2|<2 για –1<a<3, δηλαδή ευστάθεια στο διάστηµα αυτό και 
αστάθεια για a>3.   
 
Ασκηση 7.2: ∆είξτε για το παραπάνω παράδειγµα ότι για –1<a<3 οι ιδιοτιµές είναι µιγαδικές 
µε µέτρο µονάδα. 
 
Υπολογίζοντας τροχιές (πχ µε το παρακάτω πρόγραµµα) µε τυχαίες αρχικές συνθήκες 
µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι γενικά οι τροχιές διαφεύγουν στο άπειρο πολύ γρήγορα. 
Μόνο κοντά στο ευσταθές σηµείο Σ1 µπορούµε να βρούµε περατωµένες τροχιές.  Για 
παράδειγµα, αν θεωρήσουµε a=1, έχουµε τα σηµεία ισορροπίας 
 ( *, *) ( 1 2, 1 2) (| trace | 2( 1 2) 0.82 2x y M= − + − = − + ≈ <  
Οι τροχιές γύρω από το Σ1 αποτελούνται από διακριτά σηµεία τα οποία καθώς n→∞ 
σχηµατίζουν κλειστές καµπύλες. Πολύ κοντά στο Σ1 µοιάζουν µε ελλείψεις όπως φαίνεται 
και από το σχήµα 25. 
 

 
 

 
 Η περίπτωση µε απώλειες 

In[1]:= H∗T1. Initial Configuration∗L
Clear@"Global̀ ∗"D
data= 8<;H∗list for data Hx,yL∗L
a=1; H∗parameter value and mapping∗L
g1@x_,y_D=1−ax^2+y;

g2@x_,y_D= −x;

In[5]:= H∗T2. Initial conditions and iterations∗L
x0=0.5; y0=−0.5;

nn=200;H∗number of iterations∗L
For@i=1,i≤nn,i++,8
x1=g1@x0,y0D; y1=g2@x0,y0D;
AppendTo@data,8x1,y1<D; x0=x1; y0=y1;<D

In[8]:= H∗T3. Plot Trajectories∗L
ListPlot data, Frame→ True, AxesLabel→ "x","y"@ 8 <D

Θέτοντας για την παράµετρο b τιµές στο διάστηµα
συρρικνώνονται. Όπως είδαµε στο κεφάλαιο 4 η συρρ
στα ευσταθή σηµεία ισορροπίας τα οποία είναι εί
κατάσταση εν’ γένει συµβαίνει και για τις δισδιάστατ
κεφάλαιο 5 (εξίσωση του Duffing µε απώλειες) η 
οδηγήσει τις τροχιές πάνω σε έναν παράξενο ελκυσ
χαοτική. Η περίπτωση αυτή µπορεί πράγµατι να συµ
παράξενο ελκυστή του Henon µε διάσταση d≈1.26 (σχ
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Σχήµα 25. Περατωµένες τροχιές γύρω από 
το ευσταθές σηµείο της απεικόνισης του 
Henon. 
 (-1,1) τα εµβαδά του επιπέδου x-y 
ίκνωση των εµβαδών οδηγεί τις τροχιές 
τε κόµβοι είτε εστίες. Μια παρόµοια 
ες απεικονίσεις. Όµως όπως είδαµε στο 
συρρίκνωση των εµβαδών µπορεί να 
τή, όπου η εξέλιξη των τροχιών είναι 
βεί για το σύστηµα (74) δίνοντας τον 
ήµα 26). 
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Σχήµα 26.  Ο παράξενος ελκυστής του Henon για a=1.4, b=-0.3. Στο αριστερό σχήµα ο ελκυστής 
φαίνεται σαν µια συνήθη καµπύλη. Όµως στην µεγέθυνση δεξιά παρατηρούµε ότι η καµπύλη 
σχηµατίζεται µε την παρουσία πολλών παράλληλων. Αυξάνοντας την µεγέθυνση θα παρατηρούµε το 
ίδιο σενάριο να επαναλαµβάνεται.  

 
 
7.3 Η τυπική Απεικόνιση 
 
Η τυπική απεικόνιση µπορεί να περιγράψει την τοµή Poincare ενός διαταραγµένου 
ταλαντωτή (µη αυτόνοµο σύστηµα 1ΒΕ) ή γενικότερα τα ποιοτικά χαρακτηριστικά της 
εξέλιξης ενός συντηρητικού συστήµατος 2ΒΕ όπως αυτά εµφανίζονται σε µια τοµή Poincare 
(βλ. κεφ. 6). Ορίζεται ως εξής 

 1

1

mod 2
sin( ) mod 2

n n n

n n n n

x x y
y y k x y

π
π

+

+

= +
= + +

 (77) 

Η πράξη modulo περιορίζει πάντα τις τιµές των µεταβλητών και ο χώρος των τροχιών τις 
απεικόνισης είναι το τετράγωνο µε αρχή το 0 και µε πλευρά 2π.  
Μπορούµε να διαπιστώσουµε ότι ο Ιακωβιανός πίνακας Μ της (77) είναι µονάδα για κάθε 
τιµή της παραµέτρου k. Τα σταθερά σηµεία της απεικόνισης είναι το (0,0) που είναι ασταθές 
και το (0,π) που είναι ευσταθές για k<4. 
 
Άσκηση 7.3. Βρείτε τα σταθερά σηµεία της απεικόνισης και µελετήστε την ευστάθειά τους µε 
βάση την σχέση (76). 
 
Παρατηρούµε ότι για k=0 και y0≠0 έχουµε yn=y0 για κάθε n ενώ το x µεταβάλλεται κατά την 
σταθερή ποσότητα y0. Άρα, στην περίπτωση αυτή, οι τροχιές τις απεικόνισης σχηµατίζουν 
αναλλοίωτες καµπύλες που είναι ευθείες, παράλληλες του άξονα x.  Αν όµως ξεκινήσουµε µε 
αρχική συνθήκη y0=2pπ/q, όπου p,q πρώτοι ακέραιοι τότε το x επιστρέφει στην αρχική του 
τιµή µετά από q επαναλήψεις και έχουµε µια περιοδική τροχιά περιόδου q ή αλλιώς έναν 
συντονισµό p:q τάξης |p|+|q|.  Ετσι οι τροχιές που παίρνουµε είναι αυτές του σχήµατος 27α 
όπου σηµειώνουµε µε έντονα σηµεία τον συντονισµό 1:3 (προσοχή το σηµείο στη θέση x=2π 
είναι το ίδιο µε αυτό στη θέση x=0). Η κατάσταση αυτή (k=0) ονοµάζεται αδιατάρακτη. Αν το 
k πάρει µικρές αλλά µη µηδενικές τιµές παρατηρούµε την κατάσταση του σχήµατος 27β.  
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(α) (β)

 
Σχήµα 27. Τροχιές της τυπικής απεικόνισης για α) k=0  και β) k=0.3 

 
Παρατηρούµε ότι στους συντονισµούς p:q συνεχίζουν να υφίστανται 2q σηµεία (2 τροχιές 
περιόδου q) µισά εκ’ των οποίων είναι ελλειπτικά (ευσταθή) που περικλείονται από νησίδες 
και µισά υπερβολικά (ασταθή). Αυτό συµβαίνει σε κάθε συντονισµό αλλά το µέγεθος των 
νησίδων είναι στην πλειονότητα των περιπτώσεων πολύ µικρό και µικραίνει όσο αυξάνει η 
τάξη του συντονισµού. Το φαινόµενο αυτό περιγράφεται από θεώρηµα του Poincare.   Πρέπει 
να προσέξουµε επίσης το ένα ευσταθές σταθερό σηµείο στο (π,0) (ή ισοδύναµα στο (π,2π) 
και το ένα ασταθές σταθερό σηµείο στο (0,0) (ή στο (0,2π) ή στο (2π,0) ή στο (2π,2π)).  
Αυξάνοντας την τιµή της παραµέτρου k παρατηρούµε πλέον τις νησίδες και σε άλλους 
συντονισµούς µεγαλύτερης τάξης (βλ. σχήµα 28).  
 

(α) (β)

 
Σχήµα 28. Τροχιές της τυπικής απεικόνισης για α) k=0.6  και β) k=0.8 

 
Επίσης στο σχήµα 28α, παρατηρούµε ότι στο ασταθές σταθερό σηµείο τα σηµεία της τροχιάς 
δεν ανήκουν πάνω σε κάποια καµπύλη αλλά παρουσιάζουν έναν µικρό άτακτο διασκορπισµό. 
Οι τροχιές αυτές είναι χαοτικές τροχιές και εµφανίζονται στην περιοχή κάθε ασταθούς 
σηµείου περιόδου q και γίνονται πιο εµφανείς όσο µεγαλώνει η τιµή της παραµέτρου k (το 
φαινόµενο αυτό περιγράφεται από τα θεωρήµατα των Morse-Smale). Στις παραπάνω 
περιπτώσεις παρατηρούµε επίσης ότι πολλές αναλλοίωτες καµπύλες δεν έχουν σπάσει σε 
νησίδες. Καθώς όµως αυξάνεται η τιµή της παραµέτρου k οι νησίδες µεγαλώνουν και 
συγκρούονται µεταξύ τους και οι αναλλοίωτες καµπύλες που τις διαχώριζαν δεν υπάρχουν 
πλέον. Το φαινόµενο αυτό ονοµάζεται αλληλοεπικάλυψη  συντονισµών και δηµιουργεί 
µεγάλο αριθµό χαοτικών τροχιών. Στο σχήµα 29α όλες οι αναλλοίωτες καµπύλες έχουν 
«σπάσει» και οι χαοτικές τροχιές µπορούν να διαχέονται από τα κενά που αφήνουν οι 
νησίδες. Για ακόµα µεγαλύτερες τιµές της παραµέτρου k το χάος κυριαρχεί (Σχήµα 29β). 
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(α) (β)

 
Σχήµα 29. Τροχιές της τυπικής απεικόνισης για α) k=1.0  και β) k=2.0 

 
 
Ασκηση 7.4.  Γράψτε ένα πρόγραµµα στο Mathematica  (όπως αυτό της απεικόνισης του 
Henon) που να σχεδιάσει διάφορες τροχιές της τυπικής απεικόνισης στο επίπεδο x-y. 
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